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2 Planimetrie Grundlagen

2.0.1. Die Planimetrie («ebene Geometrie», «Geometrie der Ebene») ist die Lehre der in der Ebene liegenden
Figuren. Die Ebene wird als eine Menge von Punkten aufgefasst.

2.1 Definitionen und Notationen

2.1.1. Wir vereinbaren die folgenden Schreibweisen fiir Objekte in der Ebene.
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Punkt (ohne Ausdehnung, bezeichnet mit grossen Buchstaben)
Gerade (beidseitig unbegrenzt, bezeichnet mit kleinen Buchstaben)
Durch zwei verschiedene Punkte gibt es genau eine Gerade.

Eine Gerade ist eine Menge von Punkten.

Kreis mit Mittelpunkt M und Radius 7.

Der Punkt A liegt auf der Geraden g. d.h. A ist Element der Punktemenge g.
Der Punkt B liegt nicht auf der Geraden g. d.h. B ist kein Element von g.

Die Gerade durch die Punkte A und B. Zum Beispiel ¢ = AB
(Hier ist vorausgesetzt, dass A und B voneinander verschieden sind.)

Strecke (Punktemenge) zwischen A und B, inklusive der Punkte A und B.

Lange (relle Zahl) der Strecke [AB] (meist gemessen als Vielfaches einer definierten Einheitslinge).
Halbgerade oder Strahl, die/der beim Punkt A beginnt und durch B verlduft.

Abstand von P zu g, definiert als die kiirzeste Entfernung von P zu einem Punkt von g.

Die Geraden g und h sind parallel

Zwei Geraden, die entweder keinen Punkt gemeinsam haben oder identisch sind, heissen parallel.

Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P gibt es genau eine zu g parallele Gerade p durch den Punkt P.

Schnittmenge der Geraden g und h. Lies «g geschnitten h».
Normalerweise besteht g N h aus einem Punkt.

Die beiden Geraden g und h sind identisch (und auch parallel).
g und h schneiden sich nicht (also g || h und g # h). Das Symbol & ist die leere Menge.
g steht senkrecht auf h, «g senkrecht hy, d.h. <(g, h) = 90°.

Winkel mit Scheitel S und Schenkeln [SA und [SB.
Winkel werden mit kleinen griechischen Buchstaben: z.B. «a, 3, v, 4, €, ¢, ¥, w, ... bezeichnet

der Winkel zwischen der Geraden g und der Geraden h
im mathematisch positiven Drehsinn (= Gegenuhrzeigersinn).

Mittelsenkrechte zu den Punkten A, B.
Mittelpunkt der Strecke [AB].
Winkelhalbierende des Winkels a.

Winkelhalbierende zu den Geraden g, h. pa cs swei Winkelhalbierende gibt, muss erklart werden, welche gemeint ist.
Paar von Winkelhalbierenden zu den Geraden g, h.
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2.2 Kongruenz (hoffentlich Wiederholung)

Definition 2.2.1

Zwei Figuren in der Ebene heissen kongruent (= deckungsgleich), falls die eine Figur durch eine geeignete
Kombination von Verschiebungen, Drehungen (= Rotationen) und Spiegelungen (= Reflexionen) in die
andere tiberfithrt werden kann. Als Spiegelungen sind sowohl Spiegelungen an Punkten als auch an Geraden
erlaubt.

2.2.2. In der Ebene bedeutet Kongruenz zweier Figuren anschaulich, dass man die eine Figur ausschneiden und
dann deckungsgleich auf die andere legen kann (wobei das Umdrehen der Figur erlaubt ist).

—— Satz 2.2.3 Kongruenzsitze fiir Dreiecke

Die Abkiirzung «w» steht fiir « Winkely, «s» und «S» stehen fiir «Seite», wobei die Seite «S» ldnger als die
Seite «s» ist.
(a) sss: Zwei Dreiecke, die in ihren drei Seitenldngen iibereinstimmen, sind kongruent.
(b) sws: Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und dem dazwischenliegenden Winkel iibereinstimmen,
sind kongruent.
(¢) wsw: Zwei Dreiecke, die in zwei Winkeln und der dazwischenliegenden Seite iibereinstimmen, sind
kongruent.
(d) Ssw: Zwei Dreiecke, die in zwei Seitenldngen und dem Winkel, der der dieser beiden Seiten
gegeniiberliegt, iibereinstimmen, sind kongruent.
Die Umkehrungen all dieser Aussagen stimmen natiirlich auch: Sind zwei Dreiecke kongruent, so stimmen
einander entsprechende Seiten und Winkel iiberein.

Wer mit dem folgenden Beweis nicht zufrieden ist, schaue einmal im Anhang den Abschnitt 2.13 fiir einen anderen Versuch an.

Beweis. Es geniigt jeweils zu zeigen, dass die angegebenen Daten das Dreieck eindeutig (bis auf Verschiebung,
Drehung und Spiegelung) bestimmen. (Denn sind zwei Dreiecke AABC und AA'B’C’ gegeben, die eine gleich
lange Seite «s» haben (wie in allen der obigen Fille), sagen wir ohne Einschrinkung AB = A’B’, so kann man
durch Verschieben und Drehen stets annehmen, dass A = A’ und B = B’ gelten.)

Beweis von sss (vgl. die erste der obigen vier Zeichnungen; die gegebenen Seiten bzw. Winkel sind rot einge-
zeichnet): Gegeben sind a, b und c. Trage eine Strecke [AB] der Lange ¢ ab. Zeichne k(A, b) und k(B, a). Diese
beiden Kreise schneiden sich in zwei Punkten C; und Cj. Die beiden Dreiecke ABC; und ABC5 sind spie-
gelsymmetrisch (also kongruent). Legen wir fest, dass die Eckpunkte des Dreiecks in der Reihenfolge ABC' in
mathematisch positivem Drehsinn (= Gegenuhrzeigersinn) durchlaufen werden sollen (wenn also «gleichsinnige
Kongruenz» betrachtet wird), so ist das gesuchte Dreieck sogar eindeutig (bis auf Verschiebung und Rotation).

Die anderen drei Zeichnungen illustrieren die anderen drei Aussagen. Die Beweise iiberlassen wir dem Leser als
Aufgabe Al. O

R Aufgabe A1l

(a) Beweisen Sie die Kongruenzsitze sws, wsw und Ssw. (Die obigen Zeichnungen diirften helfen.)
(b) Zeigen Sie durch Beispiele, dass die Buchstabenkombinationen sSw und www keine Kongruenzsétze liefern.
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2.3 Der Kreis

—— Definition 2.3.1 Kreis, Mittelpunkt, Radius

Seien M ein Punkt der Zeichenebene und r > 0 eine Streckenlénge.
Dann ist der Kreis k(M,r) mit Mittelpunkt M und Radius r definiert als die Menge aller Punkte der
Zeichenebene, die den Abstand r von M haben.

In der Notation der Mengenlehre gilt also &

Notation 2.3.2. Das «Gleichheitszeichen mit vorangestelltem Doppelpunkt» «:=» bedeutet: Der linke Aus-
druck wird definiert durch den rechten Ausdruck. Oben wird also die Schreibweise k(M, r) definiert.

2.3.3. Man sagt:
Der Kreis k(M, r) ist der geometrische Ort aller Punkte, die den Abstand r von M haben.

Mit dem etwas altertiimlich anmutenden Begriff geometrischer Ort (oder lateinisch locus) ist allgemein eine
Teilmenge der Ebene gemeint, die durch eine geometrische Bedingung beschreibbar ist.

Beispiel 2.3.4. Jeder Kreis k(M,r) teilt die Ebene in zwei Gebiete: Das Aussere und das Innere des Kreises.

« Das Aussere des Kreises ist der geometrische Ort aller Punkte (= die Teilmenge all derjenigen Punkte der
Zeichenebene), deren Abstand zu M echt grosser als r ist.
¢ Das Innere des Kreises ist der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstand zu M echt kleiner als r ist.

2.4 Die Mittelsenkrechte

2.4.1. Wir erkldren drei Beschreibungen der Mittelsenkrechten:
o wie der Name es sagt: «Senkrechte durch die Mittey;
o als «geometrischer Ort»;
e wie man sie mit Zirkel und Lineal konstruieren kann.

—— Definition 2.4.2  Mittelsenkrechte (als Senkrechte durch die Mitte)

Die Mittelsenkrechte m 4p zweier verschiedener Punkte A und B der Zeichenebene ist definiert als die-
jenige Gerade, die durch den Mittelpunkt M4p der Verbindungsstrecke [AB] verlduft und diese senkrecht
schneidet.

—— Lemma 2.4.3 Charakterisierung der Mittelsenkrechten als geometrischer Ort

Seien A und B zwei verschiedene Punkte der Zeichenebene.
Dann besteht die Mittelsenkrechte map genau aus denjenigen Punkten der Zeichenebene, die denselben
Abstand von A und B haben.

In der Notation der Mengenlehre gilt also &

In «Geometrischer-Ort-Sprachey: Die Mittelsenkrechte ist der geometrischer Ort aller Punkte, die denselben
Abstand von A und B haben.

2.4.4. Zum Wort «Lemmany: Ein Lemma ist ein eher einfacher mathematischer Sachverhalt oder eine Hilfsaus-
sage.
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Beweis. Sei P ein beliebiger Punkt der Zeichenebene. Wir zeichnen diesen Punkt in der Zeichnung bewusst
nicht auf der Mittelsenkrechten m 4 ein, denn dies illustriert den Beweis besser.

Dann gelten:&

5

1B
M = Mg

[

map

Beobachtung: &

Dies zeigt, dass ein beliebig gewédhlter Punkt P der Zeichenebene genau dann auf der Mittelsenkrechten map
liegt, wenn er denselben Abstand zu A und zu B hat. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wer ganz genau aufpasst, bemerkt, dass das angegebene Argument im Fall P = M nicht funktioniert. Dieser Punkt M liegt aber offensichtlich
auf map und hat denselben Abstand zu A und B. Auch andere Punkte auf der Geraden (AB) sollte man wohl getrennt behandeln.

Notation 2.4.5. Zur Pfeil-Notation im obigen Beweis:

o Der rechtsgerichtete Pfeil = steht fiir eine Folgerung (= Implikation): «Wenn die linke Aussage gilt,
so gilt auch die rechte.

e Der linksgerichtetete Pfeil <= bedeutet analog: « Wenn die rechte Aussage gilt, so gilt auch die linke.»

o Der Doppelpfeil <= steht fiir eine Aquivalenz von Aussagen: «Genau dann gilt die rechte Aussage,
wenn die linke Aussage gilt.» Mit anderen Worten: Beide Aussagen sind dquivalent (= gleichbedeutend).

2.4.6. Traditionell wurde das Ende von Beweisen durch die Buchstabenkombination «qed» = «q.e.d.»= «quod
erat demonstrandum» (oder auf Deutsch «was zu beweisen war» = «w.z.b.w») angedeutet.

Heutzutage wird meist ein kleines Quadrat [J zur Kennzeichnung des Beweisendes verwendet.

# Aufgabe A2 Lemma 2.4.3 kann auch mit Hilfe des Satzes von Pythagoras bewiesen werden.

Gegeben sind zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene.
Sei P ein beliebiger Punkt der Ebene. Zeigen Sie mit dem Satz des Pythagoras:

(a) Gilt P € mag, so folgt PA = PB.

Hinweis: Lot (= Senkrechte) von P auf (AB) féllen.

(«Hall bene Hy, in der

B liegt. Dann gelten

— Algorithmus 2.4.7 Konstruktion der Mittelsenkrechten

Die Mittelsenkrechte m 4p zweier Punkte A # B kann wie folgt konstruiert werden:

Wiihle einen beliebigen Radius r > -+-AB. Zeichne die beiden Kreise k(A,r) und k(B,r). Sie
schneiden sich in genau zwei Punkten S; und Ss.

Die gesuchte Mittelsenkrechte m 4 ist dann die Gerade durch S; und Ss.

2.4.8. Das Wort «Algorithmus» bezeichnet eine eindeutige Handlungsvorschrift zur Losung eines Problems.
Der Begriff geht auf den choresmischen Universalgelehrten al-Chwarizmi («aus Choresmieny, etwa 780 — 850),
der hauptsichlich am «Haus der Weisheit» in Bagdad tétig war, zuriick.

Beweis. Da Sy auf beiden Kreisen liegt, gilt AS; =r = BS;. Also liegt S7 nach Lemma 2.4.3 auf mp.
Dasselbe Argument zeigt So € map.

Da jede Gerade durch zwei beliebige verschiedene Punkte auf ihr eindeutig festgelegt ist, muss mp die Gerade
durch S; und S5 sein. O
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— Satz 2.4.9 Umbkreis, Umkreismittelpunkt

Sei ABC ein beliebiges Dreieck.

Dann schneiden sich die drei Mittelsenkrechten map, mac und mpe in einem Punkt, dem sogenannten
Umkreismittelpunkt U.

Dieser Punkt U hat denselben Abstand zu A, B und C und ist der einzige Punkt der Zeichenebene mit
dieser Eigenschaft; somit verlauft der Kreis um U mit diesem Abstand als Radius durch alle Eckpunkte des
Dreiecks und heisst deswegen Umkreis des Dreiecks ABC.

Beweis. Sei U der Schnittpunkt von m 4p und mpc. Nach der Charakterisierung von m g und mpge
als geometrischer Ort (Lemma 2.4.3) gelten & ¢

Also liegt U auf allen drei Mittelsenkrechten, die sich somit in einem Punkt, ndmlich
U, schneiden. Die restlichen Behauptungen sind nun offensichtlich (wenn ein Punkt A%
denselben Abstand zu A, B und C hat, so muss er auf allen Mittelsenkrechten liegen).

2.5 Klassisches Konstruieren mit Zirkel und Lineal O

2.5.1. Die griechischen Mathematiker waren besonders an Konstruktionen mit Zirkel und Lineal interessiert.
Bei dem Lineal handelt es sich um ein Ideal ohne Markierungen: Man kann damit also nur Geraden zeichnen,
aber keine Strecken abmessen.

Dabei geht es darum, aus gewissen vorgegebenen Punkten, Geraden und Kreisen mit endlich vielen Konstruk-
tionsschritten eine gewiinschte Figur zu konstruieren. Oft startet man schlicht mit zwei verschiedenen Punkten.
Ist es beispielsweise moglich, aus zwei Punkten A # B ein regelmissiges 7-Eck zu konstruieren mit Seitenldnge
AB?

Die erlaubten Konstruktionsschritte sind die folgenden; dabei diirfen nur bereits konstruierte Punkte, Geraden
und Kreise verwendet werden:

o Das Zeichnen einer Geraden durch zwei verschiedene (bereits konstruierte) Punkte.

e Das Zeichnen eines Kreises mit einem Punkt als Mittelpunkt durch einen andere Punkt.

e Das Bilden des Schnittpunkts zweier nicht-paralleler Geraden.

o Das Bilden des Schnittpunkts oder der beiden Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kreis (falls sie sich

schneiden).

o Das Bilden des Schnittpunkts oder der beiden Schnittpunkte zweier Kreise (falls sie sich schneiden).
Die Beschréankung auf diese Schritte geht wohl vor allem auf das berithmte Geometrie-Lehrbuch «Die Elemente»
von Euklid zurtck.
2.5.2. Die klassischen Probleme der antiken Mathematik sind:

e Quadratur des Kreises: Kann man aus einem Kreis (samt Mittelpunkt und einem Punkt auf dem
Rand) mit Zirkel und Lineal ein Quadrat (also dessen vier Eckpunkte) konstruieren, so dass das Quadrat
denselben Fliacheninhalt wie der Kreis hat?

Dies ist nicht moglich. Gezeigt wurde dies erst 1882 von Ferdinand von Lindemann durch den Beweis der
Transzendenz der Kreiszahl 7.

e Dreiteilung des Winkels: Ist es moglich, jeden beliebigen Winkel o = ZASB (gegeben durch drei
Punkte A, S, B) durch eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal in drei gleich grosse Winkel zu unterteilen?
Fiir gewisse Winkel ist dies einfach, etwa fiir « = 180°. Im allgemeinen ist das jedoch nicht méglich. Dies
wurde im Jahre 1837 von Pierre Laurent Wantzel gezeigt.

¢ Verdopplung des Wiirfels = Verdopplung des Kubus, auch Delisches Problem genannt:
Gegeben ist ein Wiirfel. Ist es moglich, einen doppelt so grossen Wiirfel zu konstruieren?

Gemeint ist damit, dass die Seitenlédnge des Ausgangswiirfels durch zwei Punkte der Ebene gegeben ist.
Die Frage ist dann, ob man nur mit Zirkel und Lineal eine Strecke konstruieren kann, so dass der Wiirfel
mit dieser Streckenlénge als Seitenldnge das doppelte Volumen des Ausgangswiirfels hat.

Dieses Problem heisst auch Delisches Problem; angeblich bekamen die Bewohner der Insel Delos
wahrend einer Seuche die Aufgabe gestellt, ihren wiirfelférmigen Altar zu verdoppeln.

Auch dieses Problem ist nicht 16sbar, was ebenfalls 1837 von Pierre Laurent Wantzel gezeigt wurde.
(Vermutlich kannte bereits Gaufl einen Beweis dafiir.)

Interessant ist, dass die Unlosbarkeit der drei klassischen Probleme mit algebraischen Methoden gezeigt wird.
Wichtige Vorarbeiten zu den Unmoglichkeitsbeweisen stammen von Carl Friedrich Gaufl und Evariste Galois.
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2.5.3. Fiir weitere Informationen und Bilder sei auf die englische oder deutsche Wikipedia verwiesen («Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal» bzw. «Straightedge and compass constructiony»; «Klassische Probleme der

antiken Mathematiky).

2.6 Grundkonstruktionen mit Zirkel und Lineal (und auch mit dem Geodreieck)

2.6.1. Die Konstruktion der Mittelsenkrechten wurde bereits in Algorithmus 2.4.7 erldutert und bewiesen.

In der folgenden Tabelle finden sich diese und einige weitere Standardkonstruktionen; aus Zeitgriinden begriinden
wir nicht, dass all diese Konstruktionen zum gewiinschten Resultat fiihren. Diese Begriindungen sind aber dhnlich
einfach wie die oben gegebene Begriindung fiir die Konstruktion der Mittelsenkrechten.

geometrisches Objekt

Grundkonstruktion

mMaRB Gegeben: Punkte A und B.
1. Wahle r > %E —r
2. k(A, T) — kl
3. k(B,r) — ko
4. k1Nke — Pl, Py
5. PP — Mmap
Map Gegeben: Punkte A und B.

1. ABNmap — Mup

Senkrechte (Lot) p zu g
durch P

Gegeben: Gerade g, Punkt P.
1. Mit Geodreieck — p

oder
1. Wiahler >Pg —r
2. k(P,r)Ng — A, B
3. MmagB —p

Parallele p zu g durch P

Gegeben: Gerade g, Punkt P.

1. Mit Geodreieck (parallele Linien) — p
oder

1. Senkrechte zu g durch P — h

2. Senkrechte zu h durch P — p

1 2
Wgh, bzw. Wy, und wyp,

Gegeben: Sich in genau einem Punkt schneidende Geraden g, h.

1. gnh - S

2. Waibhle einen Radius — 71

3. I{Z(S, 7“1) — k

4. kN g, kNh — G, H (jeweils einer der Schnittpunkte)
5. magn — Wgp, bzW. w;h

6. Optional: Senkrechte zu w;h durch S — wgh

Parallelen p1, p2 zu g mit
gegebenem Abstand d

Gegeben: Gerade g, Lange d.

1. Wahle Peg — P
2. Senkrechte zu g durch P —h
3. k:(P,d)ﬂh —)Hl,H2

4. Parallelen zu g durch Hy, Ho — p1, p2

Winkel « iibertragen

Gegeben: Winkel «, Scheitel .S, Schenkel g, h,
zwei Punkte A # B, die eine Halbgerade ¢ = [AB liefern.

1. Waéhle einen Radius — r

2. k(S,T‘), k(Aﬂ") — k1, ko

3. king, kiNh — G, H

4. koNi — 1

5. k([,@)ﬂkz — Jy, Jo

6. <BAJy, <BAJ, — tbertragener Winkel (so gross wie «)
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R Aufgabe A3 Fiithren Sie alle oben aufgefithrten Grundkonstruktionen durch.

K Aufgabe A4 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir die Konstruktion des Abstands eines
Punktes P zu einer Geraden g. Begriinden Sie (mit Pythagoras), warum Ihre Konstruktion korrekt ist.

R Aufgabe A5 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir das Abtragen einer Strecke.

R Aufgabe A6 Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlénge s = 5 ¢m und erstellen Sie eine
Konstruktionsbeschreibung.

R Aufgabe A7 Konstruieren Sie ein regelméssiges Fiinfeck ABC DE gemaiss der folgenden Konstruktions-
beschreibung:

Gegeben: Punkt Z und Radius r (alias Mittelpunkt und Umkreisradius des zu konstruierenden Fiinfecks)

1. k(Z,r) -k

2. Wiahle A€k — A

3. Senkrechte zu ZA durch Z =g

4. knNng — G (Wihle einen der beiden Schnittpunkte.)

5. /{(Mzg, Mng) Ng — F' (Nimm denjenigen Schnittpunkt, der niher bei Z liegt.)

6. AF von A aus auf k 4 mal abtragen — B, C, D, E
Dass das Ergebnis wirklich ein regelmaéssiges Fiinfeck ist, wird hier nicht bewiesen.

R Aufgabe A8 «Ubersetzen» und verkiirzen Sie die Konstruktionsbeschreibung « Konstruktion mit Zirkel
und Lineal bei gegebener Seitenldnge», die im Wikipedia-Artikel «Filinfeck» zu finden ist, in die hier vorgestellte
Kurzschreibweise fiir Konstruktionsbeschreibungen.

2.7 Tangenten an Kreise (hoffentlich Wiederholung)

Definition 2.7.1 Tangente

Eine Gerade g heisst Tangente (= Beriihrgerade) an einen Kreis k& genau dann, wenn k N g aus einem
einzigen Punkt besteht, dem sogenannten Beriihrpunkt.

2.7.2. Seien g eine Gerade und k = k(M,r) ein Kreis. Anschaulich ist klar, dass g genau dann eine Tangente an
k ist, wenn der Abstand Mg des Kreismittelpunkts zur Geraden mit dem Kreisradius r iibereinstimmt. Etwas
formaler kann man dies wie folgt erklaren.

Sei @ der Fusspunkt des Lots von M auf g (also der Schnittpunkt von g mit dem

Lot zu g durch M). Dann gilt Mg = M@Q und wir kénnen drei Fille unterscheiden:

e Mg < r: (griine Gerade) Dann liegt @ im Inneren von & und g N k besteht
aus genau zwei Schnittpunkten.

e Mg = r: (lila Gerade) Dann liegt @ auf k¥ und g N k besteht aus ge-
nau einem Punkt. Also ist g eine Tangente an k£ mit Bertihrpunkt Q. Der
Beriihrradius [M Q)] steht senkrecht auf g.

e Mg > r: (tiirkise Gerade) Dann schneiden sich k£ und g nicht: gNk = @.

2.8 Koordinatensystem (hoffentlich Wiederholung)

2.8.1. In einigen Aufgaben werden Koordinatensysteme verwendet. Wir wiederholen deswegen den Begriff.

2.8.2. Um ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem in der Ebene zu definieren, miissen 3 Dinge festgelegt
werden:

o Ein Ursprung (auch Nullpunkt genannt) O (der Buchstabe *O’).

« Eine Richtung fiir die erste Achse (z-Achse).

e FEine Einheitslédnge.

Die letzten zwei Dinge konnen alternativ durch die Wahl eines weiteren Punkts X festgelegt werden. Die
Einheitslange ist dann OX und die Achse ist die Gerade (OX) mit Richtung von O zu X.
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Normalerweise erhélt man die y-Achse durch eine Drehung der z-Achse um 90° im mathematisch positivem
Drehsiss, dem Gegenuhrzeigersinn.

Die z-Achse OX wird normalerweise horizontal mit positiver Richtung nach rechts und die y-Achse nach oben
eingezeichnet.

2.9 Geometrische Orte (auch «geometrische Orter»)

2.9.1. Wie allgemein tiblich haben wir den Kreis als geometrischen Ort definiert. Ausserdem haben wir gesehen,
wie man die Mittelsenkrechte als geometrischen Ort auffassen kann (Lemma 2.4.3).

Die folgende Tabelle wiederholt diese beiden Erkenntnisse und gibt an, wie man weitere einfache Objekte als
geometrische Orte auffassen kann. Die Beweise sind &dhnlich schwierig wie bei der Mittelsenkrechten, werden
aber aus Zeitgriinden nicht behandelt.

geometrisches Objekt Beschreibung als geometrischer Ort
Mittelsenkrechte m ap Gegeben sind zwei Punkte A # B.
map ist die Menge aller Punkte P, fiir die gilt: PA = PB.
Kurz: map = {P | m = ﬁ} Beweis: Siehe Aufgabe A2.
SV Gegeben sind ein Punkt M und eine Lange r.
ES ist die Menge aller Punkte P, fir die gilt: M P = r.
Kurz: &
KN Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g # h.
ASN
Kurz: & = {P| Pg = Ph}.
KN Gegeben sind zwei parallele Geraden g # h.
ESN
Kurz: & ={P| Pg= Ph}.
Parallelenpaar zu g im Abstand d | &

2.9.2. Geometrische Orte werden sehr oft zur Konstruktion von Punkten (oder Punktemengen) verwendet, die
mehrere Bedingungen erfiillen sollen.
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Beispiel 2.9.3. Gegeben sind zwei Punkte A, B mit AB = ¢ = 5. Gesucht ist ein Punkt C mit AC
und BC =a = 3.
1. k(Ab) — ki:1.g.0.£ C, Abkirzung fiir «Erster geometrischer Ort fiir C'%; vedeutet nur, dass © in dieser Menge liegen muss.
2. k(B,a) —k2:2.g0.£C
3. kiNky —C, Cy

b=4

Der Punkt C' muss gleichzeitig zwei Bedingungen erfiillen. Konstruktiv geht man so vor, dass man die Mengen
aller Punkte konstruiert, die eine der beiden Bedingungen erfiillen (in diesem Fall je ein Kreis), die geometrischen
Orte. Der Schnitt dieser beiden Orte ergibt dann die Punkte, die beide Bedingungen erfiillen.

R Aufgabe A9 Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit Einheit 2 Hiuschen und mindestens je 6 Einheiten
nach oben und unten.

Gegeben sind die Punkte A = (—4,-3), B = (2,0) und C = (0,2). Daraus ergeben sich die Geraden g = AB
und h = BC.

a) Konstruieren Sie alle Kreise, die g und h berithren und durch C' gehen.

b) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | AP = CP und Pg < Ph} und heben Sie diese farblich hervor.

c) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | PB < PC und Pg > Ph} und heben Sie diese farblich hervor.

R Aufgabe A10 Auf einer Wiese ist eine Ziege am Punkt P = (1, —2) mit einer Leine der Lénge ¢ = 6.5
angebunden. Auf der Wiese steht ein Haus mit quadratischem Grundriss der Seitenlédnge 3 mit je einer Seite
auf einer positiven Achse.

Konstruieren Sie die Menge aller Punkte, die die Ziege erreichen kann.

R Aufgabe All Gegeben sind die Geraden g durch A = (4,—2) und B = (7,2) und die Parallele h zu g
durch den Punkt C(—1,—0.5). Weiter ist der Punkt P(6,3.5) gegeben. Konstruieren Sie alle Kreise, die g und
h beriihren und durch P gehen. Schéitzen Sie die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise ab.

R Aufgabe A12 Gegeben sind die Gerade g = G1G2 mit G; = (=1, —1) und G2 = (4,1) und der Punkt
A = (0,2). Konstruieren Sie alle Kreise, die g in G beriihren und durch A gehen.

R Aufgabe A13  Gegeben sind
o der Kreis k = k(M,r) mit M = (1,—1) und r; = 3 und
o die Gerade g = G1G2 mit G; = (—1,—1) und Gy = (4,1).
(a) Konstruieren Sie alle Kreise mit Radius ro = 1.5, die k und ¢ beriihren.
(b) #Welche Anzahlen von Losungen sind moglich, je nach Wahl der Lage und Grossen der gegebenen Ob-
jekte?

—— Satz 2.9.4 Innkreis, Innkreismittelpunkt

Sei ABC' ein beliebiges Dreieck.

Dann schneiden sich die drei Winkelhalbierenden w,, wg und w, in einem Punkt, dem sogenannten Inn-
kreismittelpunkt I.

Dieser Punkt I hat denselben Abstand zu den drei Dreiecksseiten a, b und ¢ und ist der einzige Punkt der
Zeichenebene mit dieser Eigenschaft; somit berithrt der Kreis um I mit diesem Abstand als Radius alle
Dreiecksseiten und heisst deswegen Innkreis des Dreiecks ABC.

Beweis. Siehe Aufgabe Al4 O

R Aufgabe Al14 Beweisen Sie den Satz iiber den Innkreis 2.9.4.
Hinweis: Das Vorgehen ist fast dasselbe wie im Beweis vom Satz iiber den Umkreis 2.4.9.

Wichtige geometrische Orte selbst entdecken

R Aufgabe A15 Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit 7 Einheiten nach oben, 1 Einheit nach unten und
5 Einheiten nach rechts und links. Gegeben ist der Punkt B = (0,2). Wir bezeichnen die z-Achse mit £.
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(a) Konstruieren Sie alle Punkte P, fiir die PB = P{ = 6 gilt.

(b) Konstruieren Sie alle Punkte P, fiir die PB = P{ = 5.5 gilt.

(¢) Fiir jeden halbzahligen Wert d zwischen 1 und 5 (also d =1,d = 1.5, ..., d = 4.5, d = 5): Konstruieren
Sie alle Punkte P, fiir die PB = Pl = d gilt.

(d) Beschreiben Sie die folgende Menge in Worten:

{P € Zeichenebene | PB = P(}

(e) Skizzieren Sie diese Menge.

‘R'Aufgabe A.].6 Koordinatensystem mit 6 Einheiten in jeder Richtung zeichnen. Gegeben Sind Bl - (_4, 0) und BQ - (47 0).
(a) Fiir jeden ganzzahligen Wert von d zwischen 1 und 9 (also fird=1,d=2,d=3, ..., d=9):
Konstruieren Sie alle Punkte P, fiir die gilt:

PB;+ PBy; =10 und PB; =d
(b) Skizzieren Sie die Punktemenge
{P| PB; + PB; = 10}
(¢) Beschreiben Sie diese Punktemenge in Worten.
(d) Mit welchen Hilfsmitteln konnte man diese Punktemenge relativ einfach zeichnen?

R Aufgabe A17 Sie stehen auf dem Punkt @ = (—2,—1). Die Strecke [ByBs] mit B; = (—3,0) und
By = (3,0) ist eine uniiberwindbare Mauer. Welche Punkte hinter der Mauer (d.h. oberhalb der Geraden B Bs)
haben die Eigenschaft, dass sie von @ gleich weit entfernt sind, egal, ob man die Mauer bei B; oder Bs umgeht
(mit gleicher Geschwindigkeit?

Irgendwo rein, vielleicht als Hinweis: Man stelle sich vor, dass Persor
weiterliiuft (in einer belichigen Richtung), was weisst du iiber ihre Po > 2t

Waéhlen Sie das Koordinatensystem mit mindestens 2 Einheiten nach unten und 6 Einheiten nach oben, inks
und rechts.

(a) Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal (ohne Verwendung von Massangaben auf dem Lineal oder Geo-
dreieck) denjenigen Punkt X auf [B;Bs], der die obige Eigenschaft hat.

(b) Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal mindestens 5 weitere Punkte oberhalb der Geraden By By mit der
obigen Eigenschaft.

(c) Skizzieren Sie, wie die Menge aller Punkte mit der obigen Eigenschaft aussieht.

(d) Geben Sie die Menge aller Punkte mit der obigen Eigenschaft in beschreibender Form an (mit moglichst
wenig Text).

R Aufgabe A18  Gegeben sind A = (—6,0) und B = (0,0).
(a) Skizzieren Sie den geometrischen Ort (= die Menge) aller Punkte P in der Zeichenebene, die von A doppelt
so weit entfernt sind wie von B.
(b) Geben Sie diese Menge in beschreibender Form an.
(c) Haben Sie eine Vermutung, wie man diesen geometrischen Ort alternativ beschreiben kann?

— Definition 2.9.5 Parabel

AN
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Ausblick 2.9.6. Die Wurfbahn eines Balles ist eine Parabel (wenn man vom Luftwiderstand absieht und die
Erdkriimmung vernachléssigt). Diese Parabel ist nach unten geoffnet, ihr Scheitel ist der hochste Punkt, den

der Ball erreicht; die Leitgerade der Parabel verlduft horizontal.

—— Satz 2.9.7 Reflexionseigenschaft der Parabel

Alle Lichtstrahlen, die «innerhalb einer Parabel» senkrecht zur Leitlinie
einfallen, werden von der Parabel auf den Brennpunkt reflektiert.
(Alle anderen Strahlen werden nicht auf den Brennpunkt reflektiert.)

Beweis. Die Zeichnung zeigt eine Parabel (rot) mit Brennpunkt B und Leitgerade ¢ (beides in Blau).

Wir betrachten einen beliebigen Lichtstrahl, der senkrecht zur Leitli-
nie von oben kommt. Er trifft die Parabel in einem Punkt P; seine
Verlangerung trifft die Leitlinie in einem Punkt, den wir ) nennen.
In der Zeichnung ist ausserdem die Winkelhalbierende w., des Winkels
v = <BPQ eingezeichnet. Diese Winkelhalbierende reflektiert den Licht-
strahl auf den Brennpunkt B (hoffentlich klar; sonst siche Merke 2.12.1
im Appendix 2.12).

Zu zeigen ist, dass diese «Spiegelgerade» w, die Tangente an unsere Pa-
rabel ist (was in der Zeichnung korrekt aussieht). Sicherlich liegt P auf
w.. Wir werden zeigen, dass alle anderen Punkte der Parabel auf «der-
selben Seite» von w., liegen wie der Brennpunkt B. Das bedeutet, dass
wy die Parabel nur im Punkt P schneidet/beriihrt (und sonst génzlich
auf einer Seite von w, liegt) und macht es zumindest plausibel, dass w,
die Tangente ist — eine prézise Definition des Tangentenbegriffs kennen
wir eh noch nicht.

Nach Definition der Parabel gilt &

2.12.3

2.12
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Sei nun P’ # P ein beliebiger Punkt der Parabel. Sei Q' der Fusspunkt des Lots von P’ auf die Leitgerade /.

Dann gelten &

O

2.9.8. Dreht man eine Parabel um ihre Symmetrieachse, so entsteht ein Paraboloid.

Parabolantennen (Satellitenschiisseln) sind paraboloidférmig mit der Antenne im Brennpunkt. Sie konnen auf
Grund der Reflexionseigenschaft der Parabel beispielsweise zur Kommunikation mit erdnahen Satelliten ver-
wendet werden. Man kann im Brennpunkt Signale aus einer ganz bestimmten Richtung empfangen. Man kann
vom Brennpunkt aus aber auch in eine ganz bestimmte Richtung senden (vgl. Parabolscheinwerfer).

—— Definition 2.9.9 Ellipse

AN

2.9.10 (Géartnerkonstruktion der Ellipse). Der Gértner konstruiert eine Ellipse, indem er ein Seil fester Lange
d an zwei Pflocken B; und By befestigt. Er hélt einen weiteren Pflock P so in das Seil, dass dieses stets fest
gespannt ist, und bewegt diesen Pflock. Die Kurve von P ist dann eine Ellipse. Die obige Zeichnung illustriert
dies, vgl. auch https://de.wikipedia.org/wiki/Ellipse#GAdrtnerkonstruktion.
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—— Satz 2.9.11 Reflexionseigenschaft der Ellipse

Alle Lichtstrahlen, die von einem der Brennpunkte einer Ellip-
se ausgehen, werden von der Ellipse zum anderen Brennpunkt
hin reflektiert.

Beweis. Der Beweis ist recht dhnlich zum Beweis von Satz 2.9.7, weswegen er hier nicht aufgeschrieben ist, aber
im Appendix 2.12, siehe Satz 2.12.7. O

2.9.12. Ein Lichtstrahl, der von einem Brennpunkt ausgeht und «unendlich oft» im Inneren der Ellipse reflek-
tiert wird, wird mit der Zeit immer «horizontaler». Warum?

Ausblick 2.9.13. Umlaufbahnen von Planeten sind in sehr guter Naherung Ellipsen, wobei die Sonne in einem
Brennpunkt steht.

Dasselbe gilt fiir viele Kometen; beispielsweise ist die Bahn des Halleyschen Kometen, dessen Umlaufzeit ca. 75
Jahre betrédgt, eine extrem langgestreckte Ellipse.

—— Definition 2.9.14 Hyperbel

Gegeben sind zwei Punkte By und Bs, die man als Brennpunkte bezeichnet, und eine Entfernung d (mit
d< B1B2).

Dann ist die zugehorige Hyperbel h der geometrische Ort aller Punkte P, fiir die die Differenz der beiden
Abstiande zu den Brennpunkten betragsméssig d betriagt («konstanter Abstandsunterschied»).

h={P||PB, — PBy| =d} = {P | PB, — PB; = d oder PB; — PB; = d}

Verlangt man nur die Bedingung PB; — PBy = d bzw. PBy; — PB; = d, so erhélt man einen der beiden
Hyperbel-Aste.

Gut zu erwihnen: Die Bedingung PBy — PBy = d ist gleichbedeutend zu PBy = P By + d, was mir anschaulicher vorkommt: Der Punkt P ist um d weiter entfernt von
B als von By. Oder: Der Abstand von P zu By ist um d grosser als der Abstand von P zu Bs.

2.9.15 (Gértnerkonstruktion der Hyperbel). Die Hyperbel kann man mit Hilfe zweier Pflocke, eines (sehr
langen) Seils, eines Schliisselrings und eines weiteren Zeichnpflocks konstruieren (wie?).

Wias ich im Sinne habe, ist fast dasselbe wie die «pin and string construction», siche https://en.wikipedia.
org/wiki/Hyperbola#Pin_and_string_construction.
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Ahnlich kann man tibrigens auch die Parabel konstruieren, siche https://en.wikipedia.org/wiki/Parabola#
Pin_and_string_construction.

Ausblick 2.9.16. Eine Hyperbel hat zwei Asymptoten, d.h. zwei Geraden (in der Skizze oben gestrichelt),
denen sich die Kurve immer mehr anndhert.

—— Satz 2.9.17 Reflexionseigenschaft der Hyperbel

Alle Lichtstrahlen, die von einem der Brennpunkte einer Hyperbel
ausgehen, werden von der Hyperbel so reflektiert, als ob sie vom
anderen Brennpunkt herkdmen.

Beweis. Der Beweis ist recht dhnlich zum Beweis von Satz 2.9.7, weswegen er hier nicht aufgeschrieben ist, aber
im Appendix 2.12, siehe Satz 2.12.9. O

Ausblick 2.9.18. Die Bahn eines Himmelskorpers, der zu schnell unterwegs ist, um in eine (ellipsenformige)
Umlaufbahn einzuschwenken, ist eine Hyperbel.

R Aufgabe A19 Zwei Personen A und B stehen in einem Abstand von 1km voneinander und klatschen
gleichzeitig in die Hénde (beide tragen eine Atomuhr). Das Klatschgerdusch von Person A ist eine Sekunde
frither bei Ihnen als das von Person B. Welche Aussage kénnen Sie tiber Ihren Standort treffen? Auf welcher
Kurve befinden Sie sich?

Bemerkung: Die Schallgeschwindigkeit betrigt etwa 343 m/s.

R Aufgabe A20  Gegeben ist eine Strecke [AB] und eine Lénge £. Was ist der geometrische Ort aller Punkte
C, fiir die der Umfang des Dreiecks AABC' gleich ¢ ist? Was fiir Bedingungen muss ¢ erfiillen?

R Aufgabe A21 Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P. Was ist der geometrische Ort der Kreiszentren
Z all derjenigen Kreise, die g beriihren und durch P gehen,

(a) wenn P ¢ g gilt?

(b) wenn P € g gilt?

# Aufgabe A22 Beim Drucken einer Parabel p und ihrer Leitlinie ¢ ging durch einen Druckfehler ein Teil
der Parabel verloren (siche Skizze unten). Konstruieren Sie direkt auf dieses Blatt den Brennpunkt der Parabel
und den Scheitelpunkt S der Parabel (der Punkt der Parabel, der am néchsten an ¢ ist).
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# Aufgabe A23 Gegeben ist eine Ellipse e sowie ihre Symmetrieachsen g und h (siehe Skizze unten).
Konstruieren Sie die Brennpunkte der Ellipse e direkt auf dieses Blatt.

Hinweis: Die Konstruktion ist extrem einfach. Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt darin, die nétigen geome-
trischen Uberlegungen zu fiihren und sauber zu dokumentieren..

Parabel, Ellipse und Hyperbel als Kegelschnitte
Mittlerweile grob aufgeschrieben, siehe Abschnitt 2.10.

2.9.19. Der Schnitt eines Doppelkegels mit einer Ebene ist entweder eine Parabel, eine Ellipse oder eine Hy-
perbel (abgesehen von Spezialfillen). Dies ist der Grund, warum man Parabeln, Ellipsen und Hyperbeln unter
dem Oberbegriff Kegelschnitte zusammenfasst.
Ich erklire dies gerne mit Hilfe geometrischer Modelle, die unsere Schule besitzt (vgl. Wikipedia: Dandelinsche
Kugel).
Eventuell helfen die Bilder und (teilweise nicht ganz einfachen) Erklidrungen auf den folgenden Wikipedia-Seiten:

o fiir Ellipsen: https://en.wikipedia.org/wiki/Dandelin_spheres

o fiir Hyperbeln: https://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbola#As_plane_section_of_a_cone

o fiir Parabeln: https://en.wikipedia.org/wiki/Parabola#Alternative_proof_with_Dandelin_spheres
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Zusammenfassung Kegelschnitte

Kurve

vorgegebene
Daten

Beschreibung als
geometrischer Ort

Reflexionseigenschaft

Parabel

Brennpunkt B,
Leitgerade £

(P| PB =Pt}

Senkrecht zur
Leitgeraden einfallende
Strahlen (im Inneren)
werden zum Brennpunkt
hin reflektiert.

Ellipse

Brennpunkte By, Bo,
Abstandssumme d mit
d> B1B>

{P|PB; + PB; = d}

Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen,
werden zum anderen
Brennpunkt hin
reflektiert.

Hyperbel

Brennpunkte By, B,
Abstandunterschied d
mit d < B1 B>

{P| [PB; — PBy| =d}

Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen,
werden so reflektiert, als
kédmen sie vom anderen
Brennpunkt.
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2.10 Kegelschnitte

Diese und die néchste Seite nicht ausgeteilt, sondern an der Tafel erklirt, mit geometrischen Modellen (der
folgende WTEX-Aufschrieb war im Wesentlichen meine Vorbereitung, abgesehen von den Skizzen). Hier sind die

Fotos meines Tafelauschriebs:

—_—N{

L

o D, wk Dy lin Seidlay

— Satz 2.10.1

der folgenden Figuren.
o Ellipse
o Parabel
e Hyperbel &

o zwel sich schneidende Gerden
o cine Gerade
e cin Punkte &

Wenn man ein einen Doppelkegel (Zeichnung) mit einer Ebene schneidet, so ist die Schnittmenge genau eine
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«Beweisy. Wir erklaren dies nur im Fall der Ellipse.
Skizze: klein, Einfachkegel mit Ellipse und schneidender Ebene
Sei e die Schnittmenge und S die Spitze des Kegels.

Seien D; und D, die beiden Kugeln, die den Kegel von innen in einem Kreis berithren und ausserdem die
schneidende Ebene berithren (Luftballon aufblasen). Dabei sei Dy naher an der Kegelspitze als Dy. Diese beiden
Kugeln heissen Dandelinsche Kugeln.

(Skizze, klein, Querschnitt durch S, By, By. Auf naheliegender Mantellinie C; und Cy markieren.)

Sei By bzw. By der Punkt, in dem D; bzw. D5 die Ebene beriihrt.

Sei k1 bzw. ko der Kreis, in dem Dy bzw. Dy den Kegel beriiht.

Wiéhle eine beliebige Mantellinie (= Gerade auf dem Kegel, die durch seine Spitze verlduft). Sie schneidet kp in
01 und ]412 in Cg.

Behauptung: Alle Punkte der Schnittmenge e liegen auf der Ellipse mit den Brennpunkte By und By und der
Abstandssumme d = C1C5.

Wir benétigen ein Lemma. O

Lemma 2.10.2

Sei P ein Punkt ausserhalb von einer Kugel (oder einem Kreis) k. Sind dann X, Y € k Punkte, so dass PX

und PY Tangenten an k sind, so gilt PX = PY.
Skizze: 2-dimensional, Kreis, zwei Tangenten.

Beweis. rechtwinkliges Dreieck PM X mit M Mittelpunkt, Radius r nennen. Pythagoras: PX’ +r? = PMQ,

also
PX = \/PM — 12

Mit demselben Argument zeigt man PY = \/ PM ? g2, O

Fortsetzung des Beweises. Schone, grosse Zeichnung.
Sei P € e beliebig. Sei m = (SP) die Mantellinie durch P.
Sei Q1 bzw. Q2 der Schnittpunkt von m mit ky bzw. ks.
Dann gelten
PBy = PQ, nach dem Lemma, da PB; und P(@; Tangenten an Dandelinsche Kugel D;.

PBy; = PQ> nach dem Lemma, da PBs und P@s Tangenten an Dandelinsche Kugel Ds.
Daraus folgt

PBy + PBy; = PQ1 + PQ-
=Q:1Q2
=C,0Cy Begriindung siehe unten.
=d
Dies zeigt, dass P wie gewiinscht auf der Ellipse(By, Ba, d) liegt.

Die letzte Gleichung folgt aus dem Lemma, angewandt auf die Tangenten von S an die beiden Dandelinschen
Sphéren, denn

Q1Q2 = S5Q2 — 5Q4
= S.D2 - SDl

= DyD,

tt liegen. Beweis dieser Aussage: Nimm einen Punkt Q der Ellipse. Betrachte den Strahl von By in Richtung Q. Er schneidet die Schnittkurve

20. Oktober 2025 18 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

Mathematik 1gNP

ol BERTEE
Planimetrie o v TR @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

2.11 Repetitionsaufgaben

R Aufgabe A24  Zeichnen Sie ein spitzwinkliges (= alle drei Winkel < 90°) Dreieck ABC und konstruieren
Sie einen Halbkreis mit Mittelpunkt auf der Seite ¢ so, dass die Seiten a und b Tangenten des Halbkreises sind.

R Aufgabe A25 Gegeben sind jeweils zwei Objekte:

(a) zwei sich schneidende Geraden g und h mit <t(g, h) = 60°;

(b) zwei sich schneidende Kreise k1 = k(M7,71 = 3) und ko = k(Ms,ro = 2.5) mit My My = 4;

(c) eine Gerade g und ein Kreis k = k(M,r = 3) mit Mg = 1.
Konstruieren Sie jeweils alle Kreise mit Radius 1, die beide Objekte berithren. Wie gross ist jeweils die Anzahl
der Losungen?

R Aufgabe A26 Physikalische Beobachtung: Ein Lichtstrahl g wird von einer Kurve k so reflektiert, als ob
der Lichtstrahl von der Tangente im Schnittpunkt g N k reflektiert wiirde.

Gegeben ist ein Kreis um Z = (1,—2) mir Radius » = 4 und die Punkte A = (—6,4) und B = (—4,3).
Konstruieren Sie die Reflexion am Kreis des von A durch B gehenden Lichtstrahls.

R Aufgabe A27  Von einer Ellipse kennt man den einen Brennpunkt B; = (2,0) und zwei Punkte P; = (0, 2)
und P, = (—1,1) auf der Ellipse.

a) Gegeben ist die Abstandssumme d = 5. Konstruieren Sie den (die) zweiten Brennpunkt(e) und skizzieren Sie
die Ellipse(n).

b*) Wenn die Abstandssumme nicht gegeben ist, beschreiben Sie den geometrischen Ort aller zweiten Brenn-
punkte Bs.

® Aufgabe A28 Gegeben sind zwei Kreise ky und ko mit Zentren Z; und Z5 und unterschiedlichen Radien
r1 und 7.

a) Beschreiben Sie, wie man die Kreiszentren Z3 eines Kreises ks mit gegebenem Radius r3 konstruiert, so dass
ks beide Kreise k1 und ko beriihrt. Wie viele Losungen kann es maximal geben? Kann es gar keine Losungen
geben?

In den beiden restlichen Teilaufgaben nehmen wir an, dass Z1Zy > 11 + 19 gilt (und somit k1 N ky = ).
b) Beschreiben Sie, wie man den Kreis mit kleinstmoglichem Radius konstruiert, der beide Kreise k1 und ko
beriihrt.

c) Was ist der geometrische Ort aller Kreiszentren der Kreise, die beide gegebenen Kreise von aussen berithren?

R Aufgabe A29 Von einer Parabel kennt man zwei Punkte auf der Parabel P; = (—4,0) und P, =
(4,2) sowie den Brennpunkt B = (—1,—3). Konstruieren Sie alle moglichen Leitlinien und die zugehorigen
Scheitelpunkte der Parabeln und skizzieren Sie die Parabeln.

® Aufgabe A30 Zeigen Sie, dass sich eine Ellipse und eine Hyperbel mit gemeinsamen Brennpunkten senk-
recht schneiden. Verwenden Sie dazu die Reflexionseigenschaften der beiden Kurven. Hinweis: Der Schnittwinkel
zweier Kurven bei einem Schnittpunkt ist per Definition der (kleinere der beiden) Winkel zwischen den beiden
Tangenten im Schnittpunkt.
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2.12 Appendix A: Reflexionseigenschaften von Parabel, Ellipse und Hyperbel

Zur Reflexion von Lichtstrahlen an «geraden» und «gebogenen» Spiegeln

— Merke 2.12.1 Reflexion von Lichtstrahlen

In der Physik lernt man: Wird ein Lichtstrahl an einem Spiegel
reflektiert, so gilt

Einfallswinkel = Ausfallswinkel

Mit den Bezeichnungen der Zeichnung kénnen wir diese Bedingung
aquivalent umformulieren.

s E=w
—= ¢ =a

<= Die Spiegelgerade s ist s=Spicgel
die Winkelhalbierende zwischen

der «Verlingerung des einfallenden Strahls e» und

dem ausfallenden Strahl a.

—— Merke 2.12.2 Reflexion von Lichtstrahlen an «glatten» Kurven

Wird ein Lichtstrahl an einem Punkt P einer Kurve
c reflektiert, so wird er genauso reflektiert wie an der
Tangente (= Beriihrgeraden) an die Kurve im Punkt
P. (Die Kurve soll keinen «Knick» bei P haben.)

Elementares zu Dreiecken (bendtigt beim Beweis der Reflexionseigenschaft von Parabel, Ellipse
und Hyperbel)

— Lemma 2.12.3 Elementares zu gleichschenkligen Dreiecken
(a) Ein beliebiges Dreieck ABC' ist genau dann gleichschenklig, wenn es «gleichwinklig» ist:
a="» — a=p

In Worten: Genau dann sind zwei Dreiecksseiten gleich lang, wenn die gegeniiberliegenden Winkel
gleich gross sind.

(b) In jedem gleichschenkligen Dreieck mit Basis ¢ stimmen die Winkelhalbierende
des Scheitelwinkels v, die Hohe tiber der Basis ¢ und die Seitenhalbierende der
Basis ¢ iiberein:

Wy = he = 5¢
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Beweis. Zu (a): In einem beliebigen Dreieck ABC' sei w,, die Winkelhalbierende von v und W, ihr Schnittpunkt
mit der Dreiecksseite [AB]. Die Winkel seien wie in der Zeichnung benannt.

Beweis von ¢ = b = o = f: Gelte a = b. Dann sind die beiden Dreiecke W, C' A
und W, BC nach dem Kongruenzsatz sws kongruent. Also sind in beiden Dreiecken
die der Seite w. gegeniiberliegenden Winkel gleich gross, es gilt also oo = §.

Beweis von @ = = a = b: Gelte a = 5. Wegen der Winkelsumme im Dreieck gilt
€ =180° —a — - = 180° — 3 — - = 4. Also sind die beiden Dreiecke W, CA und
W,BC nach dem Kongruenzsatz wsw kongruent. Die beiden Seiten, die den gleich

grossen Winkeln € = § gegeniiberliegen, sind also gleich gross, d.h. a = b.

Zu (b): Wie in der Zeichnung dargestellt, zeichnen wir in einem gleichschenkligen
Dreieck (mit a = b und gleichbedeutend « = ) die Winkelhalbierende w., ein und
ihren Schnittpunkte W, mit der Seite [AB]. Da das Dreieck gleichschenklig ist, sind
a die beiden Dreiecke W,C A und W, BC kongruent (nach sws). Also gelten
o AW, = BW,. Somit ist w, die Seitenhalbierende s;
o £ =0. Wegen € + 6 = 180° folgt € = 6 = 90°; somit ist w, die Héhe h..

O

2.12.4. Das folgende Lemma 2.12.5 ist elementar. Wir benotigen es beim Beweis der Brennpunkteigenschaft
von Ellipse und Hyperbel (nicht bei der Parabel).

—— Lemma 2.12.5 Dreiecksungleichung

(a) In jedem Dreieck ist jede Seite echt kleiner als die Summe der beiden anderen Seiten.
Wenn man die Dreiecksseiten wie iiblich a, b, ¢ nennt, gelten also

a<b+c b<a+c c<a-+b

(b) Umgekehrt gilt: Erfiillen drei Langen a, b, ¢ diese drei Ungleichungen, so gibt es ein Dreieck mit den
Seitenldngen a, b, ¢ im mathematisch positiven Drehhsinn (= Gegenuhrzeigersinn). Bis auf Verschie-
bung und Drehung ist dieses Dreieck eindeutig.

Rechnerischer Beweis: Siche https://en.wikipedia.org/wiki/Triangle_inequality#Converse

Beweis. Zu (a): Die Ungleichung ¢ < a + b besagt, dass der direkte Weg von A nach B kiirzer ist als der Weg
iiber C'. Diese Aussage ist intuitiv klar. Wir zeigen sie nun mit Pythagoras.

Dazu zeichnen wir in einem beliebigen Dreieck ABC' die Lote zur Dreiecksseite ¢ durch die Punkte A und B
(in der Zeichnung blau gepunktet).

Wir nehmen zuerst an, dass C' zwischen diesen beiden (blauen) Geraden , c
liegt (wie in der Zeichnung). Wie in der Zeichnung fillen wir das Lot von b

C auf c. Der Fusspunkt dieses Lots teilt die Seite ¢ in zwei Teilstiicke p i

und ¢. Da jede Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks kiirzer ist als die A :
Hypotenuse (nach Pythagoras), gelten p < a und ¢ < b. Daraus folgt ‘
wie gewiinscht

c=p+g<a-+b
Nun betrachten wir den Fall, dass C nicht zwischen den beiden «blau gepunkteten» Geraden liegt. Sagen wir
ohne Einschrankung, dass C' «rechts» der davon liegt (im Sinne unserer Zeichnung). Dann ist bereits b linger
als ¢ (Pythagoras, Lot von C auf die Verlingerung von ¢ fillen), d.h. ¢ < b, also ¢ < b < a + b.
Die anderen beiden Ungleichungen werden genauso bewiesen (oder folgen durch «Umbenenneny ).

Zu (a): Seien nun drei Lingen a, b, ¢ gegeben, die die drei angegebenen Ungleichungen erfiillen. Wir zeigen die
Existenz des Dreiecks konstruktiv. Zeichne eine Strecke [AB] der Lange ¢ horizontal. Zeichne dann den Kreis
k(A,b). Wir miissen nun sicherstellen, dass der Kreis k(B, a) den Kreis k(A, b) in genau zwei Punkten schneidet.
(Ein Schnittpunkt fiihrt zu entarteten Dreiecken (= alle Ecken auf einer Geraden), die wir hier nicht zulassen.)

20. Oktober 2025 21 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://en.wikipedia.org/wiki/Triangle_inequality#Converse
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 1gNP
Planimetrie - — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

Der «obere» Schnittpunkt (wenn er existiert) ist dann der gesuchte Punkt C.

Genau in den folgenden beiden (sich gegenseitig ausschliessenden) Fillen gibt es genau zwei Schnittpunkte (bitte
durch Skizze bestétigen; insbesondere, dass es in allen anderen Féllen keinen oder genau einen Schnittpunkt
gibt).
e Esgit b<cundc—b<a<b+ec. Gleichbedeutend: b < cund c<a+bund a<b+ec.
e Esgiltb>cundb—c<a<b+ec. Gleichbedeutend: b > cund b < a+cund a < b+ c.

Da entweder b > ¢ oder b > ¢ gilt, sind wir in genau einem der beiden Fille (die beiden anderen Ungleichungen
gelten eh laut Annahme). Also existiert das gesuchte Dreieck. O

Reflexionseigenschaft der Ellipse

2.12.6. Der folgende Satz erkliart, warum die Brennpunkte einer Ellipse so heissen. Sein Beweis ist sehr ahnlich
zum Beweis des entsprechenden Resultats fur die Parabel (Satz 2.9.7).

—— Satz 2.12.7 Reflexionseigenschaft der Ellipse

Alle Lichtstrahlen, die von einem der Brennpunkte einer Ellip-
se ausgehen, werden von der Ellipse zum anderen Brennpunkt
hin reflektiert.

Beweis. Die Zeichnung zeigt eine Ellipse (rot) mit Brennpunkten B; und Bz (beide in Blau).

Wir betrachten einen beliebigen Lichtstrahl, der Q
vom Brennpunkt B; ausgeht. Er trifft die Ellipse
in einem Punkt P. Wir verlingern den Lichtstrahl
iiber die Ellipse hinaus und markieren auf dieser
Verlidngerung denjenigen Punkt @ mit PQ = PBs.
In der Zeichnung ist ausserdem die Winkelhalbie-
rende w,, des Winkels v = <ByPQ eingezeichnet.
Nach Merke 2.12.1 reflektiert diese Winkelhalbie-
rende den Lichtstrahl auf den Brennpunkt Bs.

Zu zeigen ist, dass diese «Spiegelgerade» w. die
Tangente an unsere Ellipse ist (was in der Zeich-
nung korrekt aussieht). Sicherlich liegt P auf w,.
Wir werden zeigen, dass alle anderen Punkte der
Ellipse auf «derselben Seite» von w., liegen wie der
Brennpunkt B (und der Brennpunkt By). Das be-
deutet, dass w., die Ellipse nur im Punkt P schnei-
det/beriihrt (und sonst génzlich auf einer Seite von
w,y liegt) und macht es zumindest plausibel, dass
w~ die Tangente ist — eine prézise Definition des

Tangentenbegriffs kennen wir eh noch nicht.
Nach Wahl des Punktes @ ist das Dreieck PBQ gleichschenklig mit Basis [BQ)|. Also gilt w, = mp,o nach
Lemma 2.12.3.

Wy
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Sei nun P’ # P ein beliebiger Punkt der Ellipse. Dann gelten

P'By+ P'By = PBy + PB> laut Definition der Ellipse
= PB; + PQ nach Wahl von @
=BQ da P zwischen B; und @Q liegt
< B P' +PQ nach der Dreiecksungleichung (Lemma 2.12.5)
Also
P'B1 4+ P'By < B{P'+ P'Q subtrahiere P'B; = B, P’
P'B, < P'Q
Diese Ungleichung zeigt, dass P’ niher bei By als bei @ liegt. Also liegt P’ auf derselben Seite von mp,q wie
By. Wegen mp,q = w zeigt dies wie gewiinscht, dass P’ auf derselben Seite von w., liegt wie Bs. O

Reflexionseigenschaft der Hyperbel

2.12.8. Der folgende Satz erklért, warum die Brennpunkte einer Hyperbel so heissen. Sein Beweis ist sehr
ahnlich zum Beweis des entsprechenden Resultats fiir die Parabel (Satz 2.9.7).

—— Satz 2.12.9 Reflexionseigenschaft der Hyperbel

Alle Lichtstrahlen, die von einem der Brennpunkte einer Hyperbel
ausgehen, werden von der Hyperbel so reflektiert, als ob sie vom
anderen Brennpunkt herkdmen.

Beweis. Die Zeichnung zeigt eine Hyperbel (rot) mit Brennpunkten B; und Bz (beide in Blau).

Wir betrachten einen beliebigen Lichtstrahl, der vom Brenn-
punkt By ausgeht. Er trifft die Hyperbel in einem Punkt P.
Wir wollen zeigen, dass unser Lichtstrahl von der Hyperbel
so reflektiert wird, wie in der Zeichnung angedeutet, dass al-
so der reflektierte Lichtstrahl von B; herzukommen scheint.
In der Zeichnung ist ausserdem die Winkelhalbierende w.
des Winkels v = <<B; PBs eingezeichnet. Nach Merke 2.12.1
(mit anderer Lichtstrahlrichtung) reflektiert diese Winkel-
halbierende den Lichtstrahl wie gewtinscht.

Zu zeigen ist, dass diese «Spiegelgerade» w. die Tangente
an unsere Hyperbel ist (was in der Zeichnung korrekt aus-
sieht). Sicherlich liegt P auf w,. Wir werden zeigen, dass
alle anderen Punkte des Hyperbelastes, auf dem P liegt, auf
«derselben Seite» von w, liegen wie der Brennpunkt Bs.
Das bedeutet, dass w die Hyperbel nur im Punkt P schnei-
det/beriihrt (und sonst génzlich auf einer Seite von w., liegt)
und macht es zumindest plausibel, dass w, die Tangente ist
— eine prézise Definition des Tangentenbegriffs kennen wir
eh noch nicht.
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Sei Q derjenige Punkt auf [PB;] mit PQ = PBs.
Dann ist Dreieck PBQ gleichschenklig mit Basis [BQ)]. Also gilt w, = mp,q nach Lemma 2.12.3.
Sei nun P’ # P ein beliebiger Punkt, der auf demselben Hyperbelast wie P liegt. Dann gelten

P'By — P'B, =PB; — PB> laut Definition der Hyperbel
=PB, - PQ nach Wahl von Q)
=QB; da @ zwischen By und P liegt

Also (von rechts her gelesen)

OB, = P'B, — P'B,
<P'Q+QB,— P'B; nach der Dreiecksungleichung (Lemma 2.12.5)

Wir subtrahieren QB auf beiden Seiten und addieren P’Bs. Dies liefert
P'By < P'Q

Diese Ungleichung zeigt, dass P’ niher bei By als bei @ liegt. Also liegt P’ auf derselben Seite von mp,q wie
By. Wegen mp,q = wy zeigt dies wie gewiinscht, dass P’ auf derselben Seite von w., liegt wie Bs. O

2.13 Appendix B: Verbesserung des Aufschriebs zu Kongruenzsitzen?

2.13.1. Nachtrag, denn ich finde den «Beweis» der Kongruenzsétze nicht iiberzeugend. Angeblich hat der Kon-
gruenzsatz sws bei Hilbert den Rang eines Axioms, vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Kongruenzsatz#
Bemerkungen.

Ich versuche eine neue Formulierung. Sie ist dadurch motiviert, wie man die Kongruenzsitze in Beweisen ver-
wendet: « Wenn bei zwei Dreiecken geeignete Seitenldngen und Winkel iibereinstimmen, so stimmen alle Grossen
der beiden Dreiecke iiberein.»
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— Satz 2.13.2

Gegeben sind zwei beliebige Dreiecke mit Seitenléngen a, b, ¢ bzw. k, I, m und Winkeln «, 8, vy bzw. &, A, p. (In
jedem Paar « Winkel, gegentiberliegende Seite» wird «derselbe» Buchstabe verwendet, einmal auf griechisch,
einmal auf lateinisch.) Wir nehmen an, dass die Seitenldngen bei jedem Dreieck im Gegenuhrzeigersinn in
alphabetischer Reihenfolge benannt sind (anfangend bei einer beliebigen Seite).

(Ein Beispiel zweier solcher Dreiecke zeigt die folgende Zeichnung. Die dargestellten Dreiecke sind bewusst
nicht kongruent gezeichnet.)

(Ist es wirklich notig, hier sechs Moglichkeiten aufzuschreiben?)
e Sss:

— Aus a = k und b = [ und ¢ = m folgt, dass jeweils die beiden Winkel, die den gleich-langen Seiten
gegeniiberliegen, tibereinstimmen, d.h. « =k, § = A und v = p.

(Verschieben und Drehen geniigt, um die beiden Dreiecke zur Deckung zu bringen.)

— (und «gespiegelt»:) Aus a = k und b = m und ¢ = [ folgt, dass jeweils die beiden Winkel, die den
gleich-langen Seiten gegeniiberliegen, iibereinstimmen, d.h. a« = &, 8 = p und v = .
(Verschieben und Drehen geniigt hier im Allgemeinen nicht, man muss auch spiegeln.)

e SWS:

— Aus b =1 und a = k und ¢ = m folgt, dass jeweils den gleich-langen Seiten gegeniiberliegenden
Winkel gleich gross sind und die den gleich-grossen Winkeln gegeniiberliegenden Seiten gleich
lang sind, d.h. S = A und a = k und v = p.

(Verschieben und Drehen geniigt, um die beiden Dreiecke zur Deckung zu bringen.)

— (und «gespiegelt»:) Aus b = m und a = k und ¢ = [ folgt, dass jeweils den gleich-langen Seiten ge-
geniiberliegenden Winkel gleich gross sind und die den gleich-grossen Winkeln gegeniiberliegenden
Seiten gleich lang sind, d.h. = g und a = k und v = .

(Verschieben und Drehen geniigt hier im Allgemeinen nicht, man muss auch spiegeln.)
o WSW:

— Aus = A und a = k und v = p folgt, dass jeweils den gleich-langen Seiten gegeniiberliegenden
Winkel gleich gross sind und die den gleich-grossen Winkeln gegeniiberliegenden Seiten gleich
lang sind, d.h. b=1 und a = x und ¢ = m.

(Verschieben und Drehen geniigt, um die beiden Dreiecke zur Deckung zu bringen.)

— (und «gespiegelt»:) Aus 8 = pund a = k und v = X folgt, dass jeweils den gleich-langen Seiten ge-
geniiberliegenden Winkel gleich gross sind und die den gleich-grossen Winkeln gegeniiberliegenden
Seiten gleich lang sind, d.h. b=m und o = k und ¢ = [.

(Verschieben und Drehen geniigt hier im Allgemeinen nicht, man muss auch spiegeln.)
e Ssw:

— Ausc=m und a = k und v = p und ¢ > a folgt, dass die den kiirzeren gleich-langen Seiten ge-
geniiberliegenden Winkel gleich gross sind und dass das restliche Paar «Seite, gegeniiberliegender
Winkel» in beiden Dreiecken gleich gross ist, d.h. a =k und b =17 und g = A.

(Verschieben und Drehen geniigt, um die beiden Dreiecke zur Deckung zu bringen.)

— (und «gespiegelt»:) Aus ¢ =1 und a = k und v = X und ¢ > a folgt, dass die den kiirzeren gleich-
langen Seiten gegeniiberliegenden Winkel gleich gross sind und dass das restliche Paar «Seite,
gegeniiberliegender Winkel» in beiden Dreiecken gleich gross ist, d.h. a = x und b = m und
B = p.

(Verschieben und Drehen geniigt hier im Allgemeinen nicht, man muss auch spiegeln.)

Beweis. In jedem Fall sieht man, dass sich jeweils nur ein Dreieck konstruieren ldsst aus den gegebenen Daten
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und unter der Beachtung des Drehsinns. O

2.13.3. Diese Beweis ist fiir mich akzeptabel, auch wenn es sich natiirlich um keinen strengen Beweis handelt.
Streng beweisen kann man den Satz mit zweidimensionaler analytischer Geometrie (inklusive Vektorrechnung),
also insbesondere unter Verwendung eines Koordinatensystems.

Einfacher geht es wohl mit etwas Trigonometrie, siehe https://en.wikipedia.org/wiki/Solution_of_triangles.
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2.14 Griechisches Alphabet

2.14.1. In der Mathematik und den Naturwissenschaften werden haufig griechische Buchstaben verwendet (zum
Beispiel bei Winkeln). Die folgende Tabelle zeigt die 24 Kleinbuchstaben. Die grau hinterlegten Buchstaben
kommen sehr hiufig vor und sollten flissig erkannt und geschrieben werden kénnen (auswendiglernen!).

Alpha Beta Gamma Delta Epsilon Zeta Eta Theta Tota Kappa | Lambda My
o B8 ¥ 0 € ¢ n 0 L K A i
Ny Xi Omikron Pi Rho Sigma Tau Ypsilon Phi Chi Psi Omega
v 13 o s p o T v ® X P w

Die griechischen Grossbuchstaben A, B,T', A E, Z, H, 0, [, K, L, M, N, = O, I, P, ¥, T, T, ®, X, ¥, ) werden
etwas seltener verwendet.

R Aufgabe A31

(a) Lerne zumindest die grau hinterlegten griechischen Kleinbuchstaben auswendig, am besten in alphabeti-
scher Reihenfolge.

(b) Entschliissle die folgenden Worter: cavsr yaddev, Bodevoce, kaoTev, kpovBepy, TooTeEP, A APQPET,
PEND, BAOEN, QATOTELY, VATLOVAAPAT, CWKPATNC , TAQATWY, ATOANWVLOT, afnva, kKpnT.

(c) Schreibe selbst einige Worter oder Sétze in griechischen Kleinbuchstaben und lass sie von jemandem
entziffern.

2.15 Winkel
—— Definition 2.15.1 Winkel, Scheitel, Schenkel, positiver Drehsinn

Seien drei verschiedene Punkte S, A, B gegeben.

Dann meint die Schreibweise A
pos. Drehsinn
<ASB B <ASB C
den Winkel mit Scheitel S und den beiden Halbgeraden [SA
und [SB als Schenkeln, den man erhélt, wenn man den Strahl
[SA im mathematisch positiven Drehsinn (= dem Gegen- <BSA

uhrzeigersinn) dreht, bis man beim Strahl [SB ankommt.
In der Zeichnung ist zusétzlich der andere Winkel <BSA einge-

zeichnet.
Wir messen Winkel in Grad; der Vollwinkel betrégt 360°, der «Halbwinkel» (auf beiden Seiten einer Geraden) 180° Grad.

2.15.2 (Scheitel- und Nebenwinkel).

Axiom:

/@ Scheitelwinkel sind &

(67 Folgerung:

Nebenwinkel ergéinzen sich zu &

2.15.3 (Winkel an Parallelen).

B

Axiom:

Stufenwinkel sind &

Folgerung:

Erginzungswinkel ergéinzen sich zu &

Wechselwinkel (= Scheitelwinkel von Stufenwinkeln) sind gleich gross, z. B. &
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2.15.4. rolgerung:
Kriterium fiir Parallelitit von Geraden
Sei eine Gerade h gegeben, die zwei Geraden g und ¢’
schneidet, und seien o und o’ zwei «sich entsprechende»
Winkel wie in der Skizze rechts.
Dann folgt aus o = o/, dass die beiden Geraden g und ¢’
parallel zueinander sind.

Notation 2.15.5 (Standard-Bezeichnungen in Dreiecken). Wenn nicht explizit anders vereinbart, verwenden
wir bei Dreiecken die folgenden Bezeichnungen:

A B, C Eckpunkte, normalerweise im Gegenuhrzeigersinn
(= mathematisch positivem Drehsinn) benannt

a, b, c Seiten, gegeniiber von A liegt a etc.

a, B,y Winkel oder priziser Innenwinkel

an den entsprechenden Eckpunkten.
W, Wg, Wy Winkelhalbierende der entsprechenden Winkel.
ha, hy, he Ho6hen auf die entsprechenden Seiten
(nicht eingezeichnet)
Mgy, My, M. Seitenmittelpunkte (nicht eingezeichnet)
mg, my, m.  Mittelsenkrechten der entsprechenden Seiten
(nicht eingezeichnet), z. B. m, = mpc
Sa, Sb, Se Seitenhalbierende oder Schwerlinien der
entsprechenden Seiten (nicht eingezeichnet),
z.B. s, = AM,

R Aufgabe A32 Beweisen Sie mit Hilfe der oben genannten Eigenschaften von Neben-, Scheitel-, Stufen-
und Erginzungswinkeln, dass die (Innen-)Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betrégt.

Hinweis: Zeichne eine geeignete parallele Gerade zu einer Seite ein.

R Aufgabe A33 Neben Dreiecken und Vierecken und Fiinfecken betrachtet man auch n-Ecke fiir beliebiges
n > 3; statt n-Eck sagt man auch Polygon mit n Ecken.

Wie gross ist die Innenwinkelsumme in einem Viereck? In einem Fiinfeck? In einem Sechseck? In einem n-Eck?
Beweise deine Behauptungen.

Bemerkung: Wir betrachten hier, ohne es explizit gesagt zu haben, einfache n-Ecke (also «nicht-iiberschlagene»
n-Ecke). Wenn zum Beispiel ABCD ein Quadrat ist, so wire ABDC' ein iiberschlagenes 4-Eck.

— Satz 2.15.6 Winkelsumme in Dreieck und n-Eck

Die (Innen-)Winkelsumme in jedem Dreieck betragt @

Allgemeiner betriagt die (Innen-)Winkelsumme in jedem (einfachen) n-Eck &

Beweis: Siehe Losungen der Aufgaben A32 und A33.

R Aufgabe A34 Satz tiber den Hohenschnittpunkt 2.15.7. Beweise, dass sich in jedem Dreieck die drei
Hoéhen in einem Punkt schneiden, dem sogenannten Héhenschnittpunkte H.

Hinweis: Zeichne durch jeden der drei Eckpunkte des Dreiecks eine Parallele zur gegeniiberliegenden Dreiecks-
seite. Die Schnittpunkte dieser drei Geraden bilden eine neues «grosses» Dreieck. Was féllt dir auf?

Antwort: Die Hohen des Ausgangsdreiecks sind die ... des grossen Dreiecks. Begriinde dies! Warum ist man
dann sofort fertig? Welchen «alten» Satz kann man verwenden.
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—— Satz 2.15.7 Hohenschnittpunkt

In jedem Dreieck ABC' schneiden sich die drei Hohen h,, hp und h. in einem
Punkt, dem sogenannten Hohenschnittpunkt H.

Beweis: Siehe Losung von Aufgabe A34.

Gleichschenklige Dreiecke

Ein Dreieck heisst genau dann gleichschenklig, wenn zwei B
Seiten gleich lang sind. Die gleich langen Seiten nennt man '
Schenkel, die dritte Seite heisst Basis. Die beiden Winkel c

zwischen Basis und Schenkeln sind dann gleich gross (also

a = (3 in der Zeichnung rechts).

Umgekehrt gilt auch: Wenn in einem Dreieck zwei Winkel

gleich gross sind, so ist das Dreieck gleichschenklig.

Ein Beweis dieser elementaren Aussagen findet sich in Lemma 2.12.3. ‘

A

Gleichseitige Dreiecke

Ein Dreieck heisst genau dann gleichseitig, wenn seine drei Seiten gleich lang sind. Dann sind auch alle
Winkel gleich 60°. Umgekehrt gilt auch: Sind alle Winkel in einem Dreieck gleich gross (ndmlich 60° wegen der
Winkelsumme im Dreieck), so ist das Dreieck gleichseitig.

R Aufgabe A35 Wie gross ist jeweils der Winkel o?

Hinweis: Die Kreisbogen sollen andeuten, dass gewisse Abstéinde gleich sind (etwa DA = DC in Teilaufgabe (a)
und DA = DB = DC in Teilaufgabe (c)).

Bemerkung: Die angegebenen Winkel stimmen teilweise nicht, damit Sie nachdenken, anstatt Winkel mit dem
Geodreieck zu messen.

a) D C C) DI lC /’/
92° o
o 420
Il
I U
AI 1T 'B |B A\_’/B

R Aufgabe A36 Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden. Zeigen Sie, dass die beiden zugehdorigen
Winkelhalbierenden senkrecht aufeinander stehen.

R Aufgabe A37 Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck mit o« = 8 (unter Verwendung der Standard-
Bezeichnungen). Finde in jedem der folgenden vier Félle heraus, wie gross « ist.

a)y=40° b)y=3a ¢)f+y=140° d)a=x

® Aufgabe A38  Beweisen Sie: In jedem AABC gilt <(wa,wg) = 90° — - bzw. <(wa,wg) = 90° + -

Die zwei moglichen Wahlen dieses Winkels ergéinzen sich zu 180°.
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R Aufgabe A39

Ein Lichtstrahl wird an den beiden Schenkeln eines Winkels «
reflektiert. Dabei gilt das Reflexionsgesetz aus der Physik:

Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel.

Unter welchem Winkel § schneiden sich der einfallende und der
ausfallende Lichtstrahl? Hinweis: Fihren Sie die Hilfswinkel 5 und
v @m Dreieck mit dem Winkel o ein.

® Aufgabe A40

Gegeben ist eine Strecke [AB] und ein Winkel S mit Scheitel B
und Schenkeln AB und a. Es wird folgende Konstruktion ausgefiihrt:
1. Map — M
2. k(M,MA) —t
3. ant —C
4. k(C,CM)nt — D
(a) Berechnen Sie v = <BCD in Abhéingigkeit von j.
Hinweis: Verwenden Sie das Dreieck AMCD.
(b) Fiir welchen Winkel g gilt CD | AB? Hinweis: Dies bendtigt
das Kriterium fiir Parallelitdt von Geraden.

R Aufgabe A4l

Gegeben ist eine Strecke [AB] und ein Winkel 8 mit Scheitel B und
Schenkeln AB und a. Es wird folgende Konstruktion ausgefiihrt:
1. Map — M

2. k(M,MA) —t

3. ant - C

4. 1l zuadurch M —p

5 pNt — D
a) Berechnen Sie v = <BCD und p = <DMC in Abhingigkeit A\ M ’B
von f3.

2.16 Kreiswinkelsitze

R Aufgabe A42 Entdecke die Aussagen der unten erklarten Kreiswinkelsdtze selbst!

(a) Wéhle zwei Punkte A und B, deren Abstand 10 cm betrégt.
(i) Markiere mindestens 10 Punkte P, fiir die <APB = 90° gilt.
Empfohlenes Vorgehen: Stelle dir vor, dass sich zwei Stecknadeln an den Punkten A und B befinden.
Nimm dein Geodreieck als «Schablone fiir einen 90°-Winkel» und bewege es so, dass sich seine beiden
Katheten entlang der Stecknadeln bewegen.
(ii) Stelle eine Vermutung auf, wie die Menge { P € Zeichenebene | <APB = 90°} aussicht.
(b) Wihle nun zwei Punkte A und B mit Abstand 7 cm.
(i) Markiere mindestens 10 Punkte P, fiir die <APB = 45° gilt.
Empfohlenes Vorgehen: Verwende wieder das Geodreieck als «Schablone fiir einen 45°-Winkel».
(ii) Stelle eine Vermutung auf, wie die Menge { P € Zeichenebene | <APB = 45°} aussieht.
(iii) Falls du bei der vorigen Teilaufgabe einen Kreis oder Kreisbogen vermutet hast: Konstruiere seinen
Mittelpunkt M und miss den Winkel <AM B. Féllt dir etwas auf?
Hinweis: Aus drei verschiedenen Punkten eines Kreises kann man leicht den Mittelpunkt konstruieren.
(c) Wahle einen beliebigen Winkel o zwischen 10° und 80° (mit o # 45°). Ersetze in der vorigen Teilaufgabe
den Winkel 45° durch den Winkel « und l6se die Aufgabe.
Hinweis: Du kannst dir entweder eine Kartonschablone fiir deinen Winkel « basteln oder die entsprechen-
den Punkte P auch wie folgt ermitteln: Lass von A einen Strahl ausgehen. Finde auf diesem Strahl einen
Punkte P mit <APB = «; Hinweis zu Letzterem: Winkelsumme im Dreieck ABP. Alternative: Trage
in einem beliebigen Punkt des Strahls den Winkel @ ab und konstruiere die Parallele zu seinem anderen
Schenkel, die durch B geht.
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Thales-Kreis (bzw. Thales-Halbkreis)

— Definition 2.16.1 Thales-Kreis bzw. Thales-Halbkreis
Sind zwei verschiedene Punkte A und B gegeben, so heisst der Kreis
k (Map; \AB)

Thales-Kreis. Seinen Kreisbogen von B nach A (im mathematisch po-
sitiven Drehsinn) nennen wir Thales-Halbkreis iiber der Strecke [AB], A - "B
vgl. die Zeichnung rechts.

Letztere Bezeichnung habe ich bisher nirgends gelesen, obwohl sie mir sehr niitzlich erscheint.

—— Satz 2.16.2 von Thales samt Umkehrung

Gegeben ist ein Dreieck ABC. Dann gelten:
(a) Satz von Thales: Wenn der Punkt C' auf dem Thales-Halbkreis iiber der Strecke [AB] liegt, so hat das
Dreieck einen rechten Winkel bei C.
(b) Umkehrung des Satzes von Thales: Hat das Dreieck bei C' einen rechten Winkel, so liegt C' auf dem
Thales-Halbkreis iiber der Strecke [AB], d.h. mit anderen Worten ist M4p der Umkreismittelpunkt
des Dreiecks ABC.

Beweis. (a) Beweis von C' € (Thales-Halbkreis) = v = 90°.
ESN

(b) Beweis von v = 90° = C € (Thales-Halbkreis).

Gelte <ACB = 90° (Zeichnung bewusst falsch).

Sei C' der Schnittpunkt des Thales-Halbkreises mit der Ge-
raden AC. Zeichne [BC'] ein.

Satz von Thales: <AC'B = 90°.

Die Gerade AC schneidet BC und BC' im selben Winkel
90°, also sind BC und BC' parallel (Kriterium fiir Paralle-
litdt von Geraden 2.15.4); genauer gilt BC' = BC'’, da beide
A\ } B Geraden durch den Punkt B gehen.

Es folgt C' = C’ (da beide Punkte auf AC und auf BC = BC’ liegen). Nach Konstruktion liegt C’ auf
dem Thales-Halbkreis. Also hat auch C' = C’ diese Eigenschaft.

O
Satz 2.16.3 Umformulierung des Satzes von Thales samt Umkehrung als Gleichheit von Mengen ————

Sind zwei beliebige, aber verschiedene Punkte A und B gegeben, so ist der zugehorige Thales-Halbkreis der
geometrische Ort aller Punkte P, von denen aus die Strecke [AB] unter einem Winkel von 90° erscheint, in

Formeln
Thales-Halbkreis = {P € Zeichenebene | <APB = 90°}

Beweis. Die Inklusion C ist Teil (a) von Satz 2.16.2, die Inklusion D ist Teil (b). O
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Merke 2.16.4  wohl Erinnerung

Gegeben seien ein Kreis k = k(Z,r) und ein Punkt B auf diesem Kreis. Die Tangente an k im Punkt B ist
die Senkrechte zu ZB durch B; diese Gerade hat die Eigenschaft, dass sie k in genau einem Punkt, ndmlich
B, schneidet; in anderen Worten ist die Tangente diejenige Gerade, die k im Punkt B beriihrt (lateinisch
tangere = beriihren).

R Aufgabe A43 Gegeben ist ein Kreis k = k(Z,r) und ein Punkt P ausserhalb von k. Konstruieren Sie
alle Tangenten an k durch P.

# Aufgabe A44 Anschaulich: Eine Leiter lehnt fast senkrecht an einer Wand (= der y-Achse) und rutscht
dann langsam ab, bis sie am Boden (= der z-Achse) liegt. Welche Kurve beschreibt der Mittelpunkt der Leiter?
Abstrakt: Wahlen Sie einen beliebigen Punkt A auf der a-Achse (A ist der Fusspunkt der Leiter) und (falls
moglich) einen Punkt B auf der y-Achse mit AB = 6 (= Liinge der Leiter) und markieren Sie M4p. Wenn
A variiert, was ist der geometrische Ort aller Punkte M4p, die man auf diese Weise erhélt? Stellen Sie eine
Vermutung auf und beweisen Sie diese.

R Aufgabe A45 Gegeben sind zwei Kreise k1 = k(Z1,71) und ky = k(Z2,72) mit Z; = (—3,1) und ry = 3
und Z3 = (4, —3) und o = 1.5. Konstruieren Sie alle 4 Geraden, die beide Kreise beriihren.

Hinwets: Vergrossert oder verkleinert man die Radien beider Kreise um die gleiche Ldnge, so verschieben sich
gemeinsame Tangenten parallel. Vergréssern, bzw. verkleinern Sie einen Kreis so, dass der andere zum Punkt
wird. Machen Sie erst eine Skizze, um die Situation zu verstehen.

# Aufgabe A46 In einem allgemeinen Dreieck AABC sei H, bzw. H; der Hohenfusspunkt der Hohe h,
bzw. hy auf der (Verlingerung der) Seite a bzw. b. Zeigen Sie, dass das Dreieck AM a5 H,Hy, gleichschenklig ist.

Sitze iiber Zentri-, Peripherie- und Sehne-Tangente-Winkel

— Definition 2.16.5

Seien A und B zwei verschiedene Punkte auf einem Kreis k& mit
Mittelpunkt M. Dann bezeichnen wir
o den Kreisbogen von A nach B (im mathematisch positiven

(%
DrehSlnn) alS 14.B7 blau gefarbt; gebogener Pfeil iiber AB dort zu ergidnzen

e den Kreisbogen von B nach A als BmA. rot gefarbt
Wir nennen
o die Strecke s = [AB] eine Sehne im Kreis k. Allgemein
heisst jede Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten eines
Kreises Sehne.
o den Winkel 4 = <AMB Zentriwinkel (oder Mittel-

N
punktswinkel) tiber dem Kreisbogen AB (oder iiber der
Sehne [AB]).

o fiir jeden Punkt P € BAA den Winkel ¢ = <APB Periphe-
riewinkel (oder Umfangswinkel) bei P {iber dem Kreisbo-

gen AB (oder iiber der Sehne [AB]).
In der Zeichnung sind ausserdem die Tangente t4 an den Kreis k im Punkt A und die Tangente ¢t an den

Kreis k im Punkt B eingezeichnet. Interessant sind die beiden Winkel zwischen Sehne s = [AB] und diesen
Tangenten. Wir nennen den Winkel

¢ 74 Sehne-Tangente-Winkel bei A zum Kreisbogen AB;

e TB Sehne-Tangente- VV inkel bei B zu AB Gemeint ist beide Male der Winkel, der den blauen Kreisbogen AF;B «enthélty.
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— Satz 2.16.6 Kreiswinkelsitze

Gegeben seien zwei beliebige Punkte A # B auf einem beliebigen Kreis k mit Mittelpunkt M.

Sei P € BA ein beliebiger Punkt und seien y = <AM B, p = <APB und 74 und 75 wie in Definition 2.16.5.

Dann gelten
1

o= H=Ta=Tp oder gleichbedeutend w=2p=2714 =27p
In Worten:
(1) Peripheriewinkel-Satz: Alle Peripheriewinkel iber einem fixierten Kreisbogen sind gleich gross,
namlich halb so gross wie der entsprechende Zentriwinkel. (Denn unabhéngig von der Wahl des Punktes

P e BAgilt <APB=¢ = %u und der Zentriwinkel p héngt offensichtlich nicht von P ab.)
(2) Sehne-Tangente-Winkel-Satz: Die beiden Sehne-Tangente-Winkel sind gleich gross und genauso
gross wie jeder Peripheriewinkel iiber dem zugehérigen Kreisbogen.

(%
(3) Zentriwinkel-Satz: Der Zentriwinkel iiber dem Kreisbogen AB ist doppelt so gross wie jeder Peri-
pheriewinkel /wie jeder der beiden Sehne-Tangente-Winkel.

2.16.7. Beachte: Der Peripheriewinkel-Satz liefert den Satz von Thales 2.16.2.(a) als Spezialfall: Wenn die
Sehne [AB] ein Durchmesser ist (also durch den Mittelpunkt M des Kreises geht), so betrdgt der Zentriwinkel
180° und somit jeder Peripheriewinkel % = 90°.

Beweis. 7Zu zeigen ist
w=2p =274 =278

Wir verbinden P mit M und verwenden die Winkel ¢, w2, ¢!, @5, 01 und 02 (siehe Zeichnung).
AN
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O

2.16.8. Genaugenommen muss man die Kreiswinkelsitze noch in den beiden folgenden Féllen beweisen. Die
Argumentation geht fast genauso wie in dem obigen Beweis.

Das Dreieck Der betrachter‘ge
ABM ist nicht Kreisbogen AB
im Dreieck ist langer als der
ABP enthalten. halbe Kreisum-
fang; mit ande-
ren Worten ist
der Zentriwinkel
w > 180°.

— Illustration 2.16.9 der Kreiswinkelsitze

Die folgenden drei Bilder illustrieren die Kreiswinkelsétze in den Féllen, dass der Zentriwinkel iiber dem

betrachteten blauen Kreisbogen AmB kleiner als 180° bzw. gleich 180° (Thales-Fall, Kreisbogen ist Halbkreis,
Sehne ist Durchmesser) bzw. grosser als 180° ist. Jeweils gelten:

o Alle roten Winkel sind gleich gross (Peripheriwinkelsatz und Sehne-Tangente-Winkel-Satz).

o Der blaue Winkel ist doppelt so gross wie jeder rote Winkel (Zentriwinkel-Satz).

Ortsbogen

Satz 2.16.10 Umkehrung des Peripheriewinkel-Satzes

Gegeben sind zwei Punkte A # B und ein fixierter Winkel 0 < ¢ < 180°.
Ist P ein beliebiger Punkt der Zeichenebene mit <APB = ¢, so liegt P auf dem (in der nachfolgenden
Definition 2.16.11 definierten) ¢-Ortsbogen tiber [AB].

Beweis. Der Beweis geht vollkommen analog zum Beweis der Umkehrung des Satzes von Thales (Teil (b) von
Satz 2.16.2): Man ersetze den dortigen Winkel 90° durch ¢, das Wort «Thales-Halbkreis» durch das Wort
«p-Ortsbogen» und verwende statt des Satzes von Thales den Peripheriewinkel-Satz. O
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—— Definition 2.16.11  Ortsbogen zu einem Winkel ¢

p-Ortsbogen Gegeben sind zwei Punkte A # B und ein fixierter Winkel 0 < ¢ < 180°.
Beachte: Es gibt genau einen Punkt M der Zeichenebene mit (vgl. Autgabe a47)
BA MA=DMB und <AMB =2y
k A Dann ist der p-Ortsbogen iiber der Strecke [AB] definiert als der Kreis-
A v B bogen BA des Kreises k = k(M, r) mit Radius r = MA = MB.

Statt des rot geschriebenen BA sollte in der Zeichnung B A stehen.

— Satz 2.16.12 Umformulierung des Peripheriewinkelsatzes samt Umkehrung als Gleichheit von Mengen —

Gegeben sind zwei Punkte A # B und ein fixierter Winkel 0 < ¢ < 180°. Dann ist der ¢-Ortsbogen tiber
[AB] der geometrische Ort aller Punkte P, von denen aus die Strecke [AB] unter dem Winkel ¢ erscheint,

in Formeln
(p-Ortsbogen) = {P € Zeichenebene | <APB = ¢}

Daher der Name ¢-Ortsbogen: Es handelt sich um einen geometrischen Ort und dieser ist ein Kreisbogen.

Beweis. Die Inklusion C (d. h. die linke Menge ist in der rechten enthalten) ist der Peripheriewinkel-Satz 2.16.6,
die Inklusion D (d.h. die rechte Menge ist in der linken enthalten) ist seine Umkehrung, Satz 2.16.10. O

R Aufgabe A47 Waéhlen Sie zwei beliebige Punkte A und B, die mindestens 8 cm voneinander entfernt
liegen.
(a) Gegeben ist der Winkel ¢ = 65°. Konstruieren Sie den Punkt M, der die beiden Bedingungen M A = M B
und <AM B = 2y aus Definition 2.16.11 erfillt.
Zeichnen Sie damit den 65°-Ortsbogen iiber der Strecke [AB].
(b) Losen Sie dieselbe Aufgabe mit ¢ = 115°.
Achtung: Der Punkt M liegt nicht «oberhalby der Strecke [AB], der 115°-Ortsbogen aber schon!

2.17 Aufgaben zu den Kreiswinkelsidtzen (inklusive Ortsbdgen)

R Aufgabe A48

Gegeben ist ein Dreieck ABC' samt Umkreis mit Umkreismittel- C
punkt im Inneren und Tangenten an den Umkreis in den Eck-

punkten wie in der Skizze angedeutet. Welche der neun markier-

ten Winkel sind gleich gross? Markieren Sie gleich grosse Winkel

mit derselben Farbe. +

A M B
R Aufgabe A49  Sie befinden sich auf einem Boot auf dem Bodensee und sehen die Strecke Arbon-Rorschach
unter einem Winkel von a = 70° (d.h. <t(Arbon)(Boot)(Rorschach) = 70°) und die Strecke Rorschach-Staad

unter einem Winkel von § = 45°. (Solche Winkel-Messungen fiihrt man wohl mit einem Sextanten durch.)
Konstruieren Sie in die folgende «Seekarte» des Bodensees den Punkt, an dem sich Thr Boot befindet. cerne dairfen

Sie die Seekarte durch die ungefdhre Uferlinie ergdnzen.
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A =Arbont+

n +S’ =Staad

R =Rorschach

R Aufgabe A50 Wenn von einem Dreieck ABC' die folgenden Daten bekannt sind, konstruieren sie jeweils
das Dreieck oder die Dreiecke mit diesen Daten (Einheit jeweils 2 H&uschen oder lcm).

(a) c=5,7y=60° h.=4

(b) ¢=5,v7=060° 0 = <ACMup = 40°

(c) # c=5,h,=3,v="10°

R Aufgabe A51 Definition: Ein Viereck ABCD heisst Sehnenviereck, wenn es einen geeigneten Kreis k
gibt, so dass die vier Eckpunkte A, B, C, D in dieser Reihenfolge auf dem Kreis liegen. Der Name Sehnenviereck
kommt daher, dass die vier Seiten des Vierecks Sehnen des Kreises k sind.

(a) Zeigen Sie: Ist ABCD ein Sehnenviereck, so ergénzen sich gegeniiberliegende Winkel zu 180° (d.h. a4+~ =
180° und 8+ § = 180°).
Hinweis: Peripheriewinkel-Satz oder Sehne-Tangente-Satz; betrachte die Sehne AC und die beiden Kreishogen

m m
AC und CA.
(b) # Zeigen Sie: Ist ABCD ein nicht-iiberschlagenes Viereck, dessen gegeniiberliegende Winkel sich zu 180°
erginzen, so ist ABCD ein Sehnenviereck.
Hinweis: Betrachte den Umkreis des Dreiecks ABC und verwende die Umkehrung des Peripheriewinkel-
Satzes.
Ein «iiberschlagenes» Viereck ist ein Viereck mit zwei gegeniiberliegenden Seiten, die sich schneiden. Beispiel: Ist W XY Z ein Quadrat oder Rechteck, so
sind WXZY und WY X Z iiberschlagene Vierecke.
Bemerkung: Dies liefert die folgenden Charakterisierung von Sehnevierecken: Ein nicht-iiberschlagenes Viereck
ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn sich gegeniiberliegende Winkel zu 180° erginzen (dies muss man nur
bei einem Paar sich gegeniiberliegender Winkel checken).

# Aufgabe A52 Gegeben sind zwei unterschiedlich grosse Kreise k1 und ko, die sich in einem Punkt B
von aussen berithren. Durch den Punkt B wird eine Gerade g gelegt, die keine Tangente an die Kreise ist. Die
Gerade g schneidet den Kreis k1 bzw. ko in einem weiteren Punkt 77 bzw. T5. Sei t; bzw. to die Tangente an
k1 bzw. ko im Punkt T} bzw. T5.

a) Machen Sie eine saubere Skizze der Situation.

b) Beweisen Sie, dass t1 || to.
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R Aufgabe A53 Berechnen Sie den Winkel a:
v g ? A
- )

o /

# Aufgabe Ab54 Gegeben sind zwei unterschiedlich grosse Kreise k1 und ko, die sich in zwei Punkten A
und B schneiden. Weiter ist eine beliebige Gerade g durch A gegeben, die jeden der beiden Kreise in einem
weiteren Punkt schneidet. Sei C' der ,neue” Schnittpunkt von g und k7 und sei D der ,neue“ Schnittpunkt von
g und ks.

a) Machen Sie eine saubere Skizze der Situation.

b) Beweisen Sie, dass der Winkel <CBD immer gleich gross ist, egal wie g durch A gelegt wird.

# Aufgabe A55 Diese Aufgabe kann mit GeoGebra gelost werden.

Gegeben sind ein Kreis k& und vier beliebige Punkte A, B,C, D € k, so dass sich die Sehnen [AB] und [CD]
nicht schneiden.

Hinweis: Die Sehne [CD] soll mit gleichbleibender Linge auf dem Kreis wandern konnen. Definieren Sie darum
in GeoGebra die Sehne [C D] mit Hilfe eines Kreises mit Mittelpunkt C auf k und gegebenem Radius. Der Punkt
D ist dann ein Schnittpunkt der beiden Kreise.

Sei X der Diagonalenschnittpunk des Vierecks ABCD.

Wenn die Sehne [C'D], ohne ihre Linge zu dndern, auf k wandert, wo liegen dann alle Punkte X? Stellen Sie
eine Vermutung auf und beweisen Sie diese.

R Aufgabe A56 Gegeben ist ein allgemeines Dreieck AABC. Im Punkt A wird die Tangente ¢ an den
Umkreis gelegt. Berechnen Sie den Winkel § = <((¢, a), wenn «, 8 und « gegeben sind. Machen Sie eine saubere
Skizze der Situation. Hinweis: Anzugeben ist § in Abhdngigkeit von zwei beliebigen der drei Winkel a, 5 und ~y.

R Aufgabe A57

a) Berechnen Sie die Winkel v, 6 und ¢ aus « und 3: b) Wie hingen « und 8 zusammen? Hinweis: A und
B sind beliebig auf den Kreisen gewdhlt.
D

# Aufgabe A58 Gegeben sind zwei Kreise k1 und ko, die sich nicht schneiden und nicht ineinander liegen.
Es gibt also zwei dussere gemeinsame Tangenten ¢; und t; und zwei innere gemeinsame Tangenten t3 und 4.
Jede innere Tangente schneidet jede dussere Tangente; dies ergibt vier Schnittpunkte. Zeigen Sie, dass diese vier
Schnittpunkte auf einem Thaleskreis tiber der Strecke [Z; Zs] liegen.

Machen Sie dazu eine gute Skizze mit Zirkel und Lineal, die gemeinsamen Tangenten brauchen aber nicht
konstruiert zu werden.

« Aufgabe A59 Beweisen Sie: In jedem Dreieck ABC gilt wy MM ap € u, wobei u der Umkreis des Dreiecks
ist.

«4©
A Aufgabe A60 Gelernt aus Rademacher-Toeplitz, Von Zahlen und Figuren, Seite 20f.
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Ist ABC ein beliebiges Dreieck, so hat das aus den Hohenfusspunkten gebildete Dreieck EFG die Reflexi-
onseigenschaft = Billard-Eigenschaft: Der Strahl von jedem Hoéhenfusspunkt zu jedem der beiden anderen
Hohenfusspunkte wird von der entsprechenden Dreiecksseite zum dritten Hohenfusspunkt reflektiert.
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2.18 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu A1 ex-beweis-kongruenzsactze

(a) siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Kongruenzsatz

(b) e sSw liefert keinen Kongruenzsatz: An der langeren Seite S kann man an einem Endpunkt den Winkel
w abtragen (und bekommt so einen von diesem Endpunkt ausgehenden Strahl) und um den anderen
Endpunkt einen Kreis mit Radius s zeichnen. Dieser Kreis schneidet den Strahl in keinem, genau
einem (fithrt zu rechtwinkligem Dreieck) oder genau zwei Punkten. Im Allgemeinen ist das Dreieck
also nicht eindeutig bestimmt.

o www liefert keinen Kongruenzsatz: Dies ist klar, denn man kann eine beliebig lange Grundseite
wéhlen und an deren Endpunkten die gegebenen zwei Winkel abtragen. So erhélt man verschieden
grosse Dreiecke mit denselben Winkeln.

Solche Dreiecke werden wir spater «dhnlich Dreiecke» nennen.

W Losung zu A2 ccveweise-sur-geom-orte-tabelle
Sei M = M 4p der Mittelpunkt von A und B. Per Definition ist m 4p die Senkrechte zu AB durch M.

(a) Wir nehmen an, dass AM = BM gilt. Pythagoras auf die rechtwinkligen Dreiecke AM P und BM P
angewendet ergibt

PA=\AM +MP° Ve 2N =P\ BRP L WP~ PB

(b) Wir nehmen an, dass PA = PB gilt. Fille das Lot von P auf die Gerade AB und nenne den Fusspunkt
des Lots S (das ist der Schnittpunkt des Lots mit der Geraden AB). Die beiden Dreiecke ASP und BSP
sind rechtwinklig und Pythagoras liefert

A5° 4+ 5P =PA° e TP PR _BS 4 5P

Zieht man auf beiden Seiten SP- ab, so folgt A5’ = BS® und daraus AS = BS. Also gilt S = M und
somit P € map.

R Losung zu A3 cxzrundkonstruktionen
Das sollten Sie selbst schaffen.

R‘Lﬁsung ZU A4 exxb-abstand-p-g

1. Wiéhler >Pg —r

2. k(P,r) -k
Gegeben: Gerade g, Punkt P (mit P €g). 3. kNg — A, B

4. Map — Q

5. PQ — Pg

Wir erldutern noch, warum Pg = PQ gilt, d. h. warum der kleinste Abstand von P zu g durch den Punkt Q € ¢
realisiert wird.

Beachte dazu: Weil P denselben Abstand zu A und B hat, gilt P € mag. Wegen Q = M ap € map steht also
(PQ) = map senkrecht auf g.

Ist nun R € g ein beliebiger Punkt mit Q # R, so ist das Dreieck PQR rechtwinklig mit Hypotenuse PR.
Die Hypotenuse in jedem rechtwinkligen Dreieck ist aber linger als jede der Katheten (nach Pythagoras gilt
c? =a® +b* > a? also ¢ > a). Also gilt PR > PQ.

Also ist @ der Punkt auf g, der den geringsten Abstand zu P hat.
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R Losung zu AB ex-kb-strecke-abtragen L
1. AB —r
Gegeben: Strecke [AB], Gerade g mit Punkt P €g. 2. k(P,r) —k
3. kNng — C, D
R‘Lbsung zua A6 ex-kb-gleichseitiges-dreieck
1. Punkt A wahlen — A
2. Gerade ¢ durch A wahlen — ¢
T _ 3. s von A auf g abtragen — B, By
Gegeben: Linge s =5 cm. 4 k(A,s) Sk
5. k(Bl, S) — k2
6. kl N k‘z — Cl, CQ
Losung: AAB;Ch.
*Lﬁsung zu A7 ex-konstruktion-fuenfeck
Das sollten Sie selbst schaffen.
R Losung zu A8 cx-kb-penta-aus-seite
Gegeben: Punkte A, B.
1. Senkrechte zu AB durch A — h
2. k(A7E) — k1
3. k‘l Nh — H
4. k(Map,MapH)NAB — J
5. k(B,?J) — ko
6. k‘1 n kg — F
7. map Nks — D
8. k(D,DE)nk(B,4B) ~C
R Losung zu A9 exgeometrische-oorters
ky A
+6
h
1 2.g.0.f.
Zy
+4
mac
+3
Hy
g
2
w;h 1.g.0.f. T!
I f | S I I SR =
-8 -7 —6 -5 —4 -3 . -1 O 1 6 7 8
21
)
A 4 3
i —
mpc wgh 1.g/0.f.Z
+ -6

(a) Fiir das Kreiszentrum Z gilt: Zg = Zh (Kreis beriihrt die Geraden) und ZC L h (beriihrt h in C). Das
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ergibt 2 geometrische Orter fiir Z.

1. w;m wgh — 1.¢.0.f.7Z

2. 1 zu h durch C — 2017

3. Schnitt der beiden geom. Orte fiur Z — Zy, Z5

4. k(Zy,71,C), k(Zs, Z5,C) — zwei Kreise, Losungen zu a)

(b) Der erste geometrische Ort ist mac. Der zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w;h und

wzh in der g enthalten ist. Deren Schnitt ergibt eine Strecke.
1. mAcﬂw;h, mAmegh — Ly, Lg]
2. [L1,Lq] — Verbindungsstrecke, Losung zu b)

(c) Der erste geometrische Ort ist die Halbebene, die B enthilt und durch die Gerade mp¢, begrenzt ist. Der
zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w; ,, und wgh in der h enthalten ist. Deren Schnitt
ergibt eine Fliche.

1. chﬂw;h, chﬂwgh — Hq, Ho
2. Schraffierte Flache — Losung zu c)

N T ee
x Losul’lg zu A].O ex-geometrische-oerter-ziege-ums-haus

A

1B )
L N
Lo

Die Eckpunkte des Hauses werden vom Nullpunkt aus im Gegenuhrzeigersinn mit Hy, Hy, H3 und Hy4 bezeichnet.

1. k(P,6.5) =k

2. kiNPH;und ki N PH, — L1 und Lo
3. k(Ho,HlLl) und k'(Hl,HlLQ) — ko und k‘g
4. k’g N H1H4 und kg n H2H3 — Lg und L4

R Losung zu A1l exgeometrische-oertera
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ZP = %gh
1. Mittelparallele mgp, — 1.g.0.£7Z
2. k=k(P,%gh) — 2.2.0£7
3 Mgh Nk — Zl, ZQ
4. k(Zy, %gih), k(Zs, %gih) — 2 Losungen

R Losung zu A12 cxgeometrische-oertert

Man konstruiert zuerst das gesuchte Kreiszentrum Z, das folgende Bedingungen erfiillen muss: ZA =ZG, und
Zg=ZGy, bzw. ZGy L g (damit der gesuchte Kreis die Gerade g im Punkt G beriihrt).

1. mg,a — 1.g.0£7
2. lzugdurch Gy — 2g0.£7
3. k(Z,ZGy) — 1 Losung

R Losung zu A13 cxgeometrische-oerter2

a)
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Man konstruiert das gesuchte Kreiszentrum Z:

1. ki =kM,ry —re) und kg = k(M,r1 +13) — 1.g.0£Z7

2. Parallelenpaar py, ps zu g im Abstand rqy — 2017

3. (k1 Ukg) N (p1Up2) — 6 Losungen.
b*) Es kann zwischen 0 und 8 Losungen geben.

0 Losungen wenn kg > 2r, wobei kg = Mg — r;.

1 Losung wenn kg = 2r.

2 Losungen wenn kg < 2r und g Nk = @.

3 Losungen wenn g Tangente an k und ro > 7.

4 Losungen wenn g Tangente an k ist und 7y < r1, oder wenn m <ryund rg > rq.
5 Losungen wenn Mg = r; — 75 (und damit 71 > 73).

7 Losungen wenn ro < 2r; und gW + 1o =11,

8 Losungen wenn 7o < 2rp und gM 4 1o < ry.

6 Losungen sonst.

*Lﬁsul’lg zu A14 ex-beweis-innkreis
Sei I der Schnittpunkt von w, und ws. Nach der Charakterisierung von w, und wg als geometrischer Ort (siche
Tabelle) gelten (wobei wir a fiir die Gerade (BC) schreiben etc.)

b=Ic=1Ia also Ib = ITa

Dies bedeutet I € w,.

Also liegt I auf allen drei Winkelhalbierenden, die sich somit in einem Punkt, ndmlich I, schneiden.

Dass der Kreis um I mit Radius Ib = Ic = Ia die «Dreiecksseitengeraden» a, b, ¢ beriihrt, ist nun klar (das
verwendet 2.7.2).

Dass er in Wirklichkeit die Dreiecksseiten (und nicht nur die verlingerten Geraden) beriihrt, benotigt wohl ein
separates Argument: Am einfachsten scheint mir das Argument, dass die Dreiecksseitengerade die Zeichenebene
in 7 Gebiete zerlegen (eines davon das Dreieck). Jede Winkelhalbierende liegt in genau zwei dieser Gebiete und

auf einer Dreiecksecke. Der Schnittpunkt zweier Winkelhalbierenden muss dann im Inneren des Dreiecks liegen.
(Geht das einfacher?)

20. Oktober 2025 38-v https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

Planimetrie

® BY-SA

Mathematik 1gNP
Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

DT e
R Losung zu A15 cxgeometrische-oerter-parabel-entdecken

i

A

+7

(a)-(c) Fiir alle halbzahligen d zwischen 1 und 6 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:

1. Parallele zu g im Abstand d — p
— Py, P, (nur ein Schnittpunkt fiir d = 1)

2. k(B,d)Np

(d) «Die Menge alle Punkte der Zeichenebene, die von B und ¢ denselben Abstand haben.» oder: «Der
geometrische Ort aller Punkte der Zeichenebene, die von B und ¢ denselben Abstand haben.»
(e) Siehe Zeichnung. Die gesuchte Punktmenge ist eine «gekriimmte Kurvey, die nirgends einen Knick hat.

Diese Kurve ist ein Beispiel einer Parabel.

‘R‘Lﬁsung ZU A 16 cx-geometrische-oerter-ellipse-entdecken

A

(a) Fiir alle ganzzahligen d von 1 bis 9 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:

1. k(B1,d)Nk(B2,10 —d) — 2 Punkte (ausser fiir d =1 und d =9)

(b) Siehe Zeichnung. Die gesuchte Punktmenge ist eine «gekriimmte Kurve» und heisst Ellipse. Sie hat

nirgends einen Knick!

(c) «Die Menge aller Punkte der Zeichenebene, fiir die die Summe der Abstdnde zu den Punkte By und Bs
genau 10 betragt.» oder «Der geometrische Ortaller Punkte der Zeichenebene, fiir die die Summe der
Absténde zu den Punkte B; und By genau 10 betrigt.»

(d) Schldgt man bei By und By zwei Négel ein und legt eine Fadenschlaufe der Lange 104+ B1 By = 10+ 8 = 18
um die Négel, kann mit einem Stift, der die Schlaufe spannt, die Ellipse gezeichnet werden.

Diese Konstruktion heisst auch Gdrtnerkonstruktion der Ellipse (Gartner verwenden zwei Plécke und ein

Seil).

‘)Z‘Ltisung zZu A17 ex-geometrische-oerter-hyperbel-entdecken
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A
43
o
+2
+1
1 1 1 1 1 DI 1 - [I” o 1 1 |-
s L 2By 2 i i Y 3By 1 5
+ =+ -1
Q
4 =2

(a) Zuerst wird der Punkt D auf [B; Bs] konstruiert, der via By so weit von @ entfernt, wie der Punkt Bs
von @ entfernt ist. Der Mittelpunkt von D und By ist dann X:
L kQ.QB)N[QBL  —C
2. ]C(Bl, BlC) N [BlBQ] — D
3. MBQD — X
(b) Fir alle halbzahligen d von 0.5 bis 4 wird folgende Konstruktion durchgefithrt (es gibt auch andere
Konstruktionsmoglichkeiten):
1. k(Bi,d+ B1X)Nk(By,d+ B2X) — 1 Punkt oberhalb von B Bs
(c) Siehe Zeichnung. Die entstehende Kurve (ein halber Hyperbelast) hat keinen Knick! Die Tangente an
die Hyperbel in X steht senkrecht zur Mauer.

(d)

{P € Zeichenebene | PB; + B1Q = PBs + B2Q}
Alternative (ziehe auf beiden Seiten der geforderten Gleichung B1Q und PBsy ab):

{P € Zeichenebene | PB;1 — PBs = ByQ — B1Q }
—_———

diese Zahl ist konstant

Beachte, dass der unterklammerte Ausdruck nur von By, Bs und @ abhéngt. Er stimmt auch mit X By —
X B, iiberein.

R Losung zu A18 cxgeometrische-orte-apollonius

(a) (Zeichnung zu ergénzen)

(b) {P € Zeichenebene | PA = 2PB}.

(¢) Es handelt sich um einen Kreis mit Mittelpunkt (2,0) und Radius 4, den sogenannten Apolloniuskreis.
(Der Beweis, dass es sich wirklich um einen Kreis handelt, folgt spéter.)

R‘L'c"sung zu A19 ex-hyperbelnavigation
Sie befinden sich auf einem Hyperbelast.

Genauer: An jedem Punkt P, an dem Sie sich befinden kénnten, ist der Abstand zu A um 343 m kiirzer als der
Abstand zu B, als Formel (in der Einheit Meter)

PA+343=PB
oder umgeschrieben

343 = PB — PA
Die Menge aller Punkte P mit der Eigenschaft

343 = [PB — P4
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ist die Hyperbel mit den Brennpunkten A und B und der Abstandsdifferenz 343.
Der néher bei A liegende Ast dieser Hyperbel ist die Menge aller Punkte P mit

343 =PB — PA
Auf diesem Hyperbelast befinden sie sich.

R Losung zu A20 cx-geometrische-oerter-cllipse1

Damit iiberhaupt ein Dreieck gezeichnet werden kann muss ¢ > 2AB sein. Ansonsten ist der geometrische Ort
die leere Menge @.

Es gilt also AB + BC +CA = {, bzw. AC + BC = { — AB und damit ist der geometrische Ort aller Punkte C
eine Ellipse mit Brennpunkten A und B und Abstandssumme ¢ — AB.

?Lﬁsung zZu A21 ex-geometrische-oerter-parabell

(a) Fiir die Kreiszentren Z gilt: ZP = Zg. Damit ist der gesuchte geometrische Ort eine Parabel mit Brenn-
punkt P und Leitlinie g.

(b) Da g Tangente an die Kreise ist und der Beriihrungspunkt P auf g ist, ist der geometrische Ort die
Senkrechte zu g durch P.

#Lﬁsung zu A22 ex-geometrische-oerter-parabel2

Zuerst wird die Symmetrieachse a der Parablel konstruiert. Es gilt: B € a. Danach wird ein Punkt @ € p
gewéhlt und die Bedingung Q¢ = QB genutzt.

ma,G, 1.g.O.f.B

A\
G1 g W Gs

S = Map

/¢ A
1. Wahle Gy auf p — Gy
2. Parallele zu ¢ durch G; — ¢
3. gnp — Ga
4. mgG, — 1.g.0.f.B
5. k(Gs,G2l) — 2.2.0.1.B
6. mg,g, N / — A
7. Map — Scheitel S

#Lﬁsung zu A23 ex-geometrische-oerter-ellipse2
Seien A, B die Schnittpunkte e N g, und C, D die Schnittpunkte eNh und M = gnNh.

Seien B; und B, die unbekannten Brennpunkte auf g, symmetrisch zu M = g Nk, d.h.
AB; = BBs.

Fiir jeden Punkt P € e gilt:

B1P+ BsP =s (konstante Abstandssumme)
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Insbesondere gilt dies fiir den Punkt A, also

S = ABl +AB2 :ABl +ABl +BlBQ = ABl +B2B+BlBQ :E

Damit ist die Abstandssumme s bekannt. Aus Symmetriegriinden gilt C'B; = C'Bs und damit CB; = %s =
AM.

Damit ist die Konstruktionsbeschreibung wie folgt:
1. k;(C’,MA)ﬂg —)Bl, By
C

D

R‘Lﬁsung Zzu A24 ex-geom-ort-winkelhalbierende
Ein Kreis, der zwei Geraden beriihrt, muss sein Zentrum Z auf der Winkelhalbierenden haben. Die Konstruktion
des Kreiszentrums und des Kreises ist wie folgt:

1. ¢ — 1.g.0.£.7Z

2. wy — 2.8.0.£7

3. cNuw,y — Z

4. Lot/Senkrechte zu b durch Z — ¢

5. gNb — Berithrungspunkt P
6. k(Z,ZP) — 1. Losung

R Losung zu A25 cx-seometrische-oerters
2) 1. w;h, wgh - — 1.g.0.£.7Z
2. Parallelenpaar zu g im Abstand 1 — 2.g.0.f£.2
Es gibt 4 Losungen.
b) 1. Kreise k(M;1,3£1) — 1.g.0£7
2. Kreise k(M;,25+1) — 2.g.0£7
Es kann bis zu 8 Losungen geben. Im konkreten Fall gibt es 6 Losungen.
1. Kreise k(M,3£1) — 1.g.0£7
) 2. Parallelenpaar zu g im Abstand 1 — 2.g.0.f.7

Es kann bis zu 8 Losungen geben. Im konkreten Fall gibt es 7 Losungen.

R‘Lﬁsung ZU A 26 cx-refiexion-an-kreis

1. gnk - T

2. Senkrechte zu ZT durch T' — Tangente ¢

3. U=<g,1) — Einfallswinkel 6 (theta)
4. Y ant bei T abtragen — Losung r

R Losung zu A27 cxgeom-ort-kegelschnittel

a) Es gilt Bi1P) + P1Bs = d also Py By = d — By P;. Analog dazu gilt P,By =d— B P,.
1. k(Pi,d—BiP) —ki,1g0.£B;
2. k(P27d — Blpg) — kg, 2gOfBg
3. kiNks — 2 Losungen

b)

B1Py+ PiBy = B1 P, + P,By & PiBy — P,By =B P, — B P,
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Die rechte Seite ist konstant, die linke Seite die Differenz der Absténde von Bs zu zwei gegebenen Punkten Py
und P». Alle Punkte Bs liegen also auf einem Hypbel-Ast mit Brennpunkten P; und P> und Abstandsunterschied
BP, — B1Py.

R Losung zu A28 cx-geom-ort-kegelschnitte2

a) Der 1.g.0.f.Z3 ist ein konzentrisches Kreispaar k1 1 = k(Z1,7r1+r3) und k1 2 = k(Z1,r1 —r3), wobei letzterer
nur existiert, wenn r; > rs.

Der 2.g.0.f.Z3 ist ein konzentrisches Kreispaar ko1 = k(Za,72 4+ r3) und koo = k(Zs,rs — r3), wobei letzterer
nur existiert, wenn ro > 3.

Die Schnittpunkte dieser beiden geometrischen Orter ergeben die méglichen Kreiszentren. Es kann zwischen 0
und 8 Losungen geben (jeder Kreis kann mit den anderen beiden zwischen 0 und 4 Schnittpunkte bilden).

b) Die Kreise k; und k2 schneiden sich nicht und liegen nicht ineinander. Der kleinste Kreis liegt also genau
zwischen den beiden Kreisen. Das Kreiszentrum liegt also auf Z; 7> und zwar genau in der Mitte zwischen den
Schnittpunkten der Kreise mit [Z; Z5].

c) Esgilt Z3Zy = r3+r1 und Z3Zs = r3+ro. Man kennt zwar r3 nicht, aber fiir die Differenz gilt: Z321 — Z3Z5 =
(rs+r1) — (rs+re) = r1 — ro. Damit ist die Abstandsdifferenz zu zwei Punkten konstant, die Punkte Z3 liegen
also auf einem Hyperbelast mit Brennpunkten Z;, Zo und Abstandsdifferenz r; — ro.

R‘Lﬁsung ZU A 29 cx-geom-ort-kegelschnitte3

Es gilt P/B = P¢ und damit muss ¢ den Kreis k(P;, Py B) berithren. Analog dazu fiir Py. Die Leitlinien sind
also gemeinsame Tangenten an diese beiden Kreise. Da sich die Kreise schneiden (in B), gibt es nur zwei solche
Tangenten und damit 2 Loésungen.
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1. k(Pl,P173 — k1
2. k‘(Pg,@ — ko
3. k(PQ,PQiprlB %ké
4. Thaleskreis iiber [P1Py] — ¢
5. tNk, - T, T
6. [PQT{ N ko — Ty
7. [PQTQI N ko — Ty
8. || zu P,T{ durch Ty — 0
9. || zu AT} durch Ty =l
10. ]\4']341 — Sl
11. ]\43@2 — So

R Losung zu A30 cx-geom-ort-kegelschnitted

Seien By und Bs die gemeinsamen Brennpunkte und
P ein Schnittpunkt der beiden Kurven.

Aus der Reflexionseigenschaft (Winkel «) in der El-
lipse folgt, dass die Tangente an die Ellipse in P die
dussere Winkelhalbierende vom <(BPB> ist.
Analog bei der Hyperbel (Winkel j3) folgt, dass die
Tangente an die Hyperpel in P die dussere Winkel-
halbierende vom <(ByPX ist.

Da die Geraden By P und PX identisch sind, bilden
die Tangenten das Winkelhalbierendenpaar zu den
Geraden B P und BsP und stehen somit senkrecht
aufeinander, was zu beweisen war.

*Lﬁsung zu A31 ex-griechische-buchstaben

(a) selbst

(b) Wir haben die Worter mit den Symbolen geschrieben, die man iiblicherweise in der Mathematik in
Gleichungen fir die griechischen Buchstaben verwendet. In normaler «Textschreibweise» wiirden unse-
re Worter wohl etwa so aussehen: covxt yohkev, Bodevoee, xaoT v, xpovBepy, TOOT €p, CAQAUBET, PEAD,
Baoeh, OATOT €LV, VOT LOVUAEAT.
Sankt Gallen, Bodensee, Kasten, Kronberg, Poster, Alphabet, Feld, Basel, Alpstein, Nationalrat, Sokrates,
Platon, Apollonios, Athena (= Athen), Krete (= Kreta) (alles eigentlich kleingeschrieben).

(c) selbst

R‘Lﬁsung ZU A32 cxwinkelsumme-dreieck
(zu ergénzen)

*Lﬁsung zu A33 ex-winkelsumme-polygon
Die Winkelsumme in einem

e Viereck betrigt 360° = 2 - 180°;
o Fiinfeck betragt 540° = 3 - 180°;
e Sechseck betragt 720° = 4 - 180°;
o n-Eck betrdgt )n —2) - 180°.
Wir geben zwei Beweise.

Beweis 1: Zerlege das n-Eck in n — 2 Dreiecke (Triangulierung des n-Ecks). Jedes dieser Dreiecke hat Winkel-
summe 180°. Das n-Eck hat als Winkelsumme die Summe aller Dreieckswinkel, also (n — 2) - 180°.
(Genaugenommen muss man sich iiberlegen, dass eine Triangulierung existiert.)

(Anschaulicher) Beweis 2: Wenn man das n-Eck genau einmal im mathematisch positiven Drehsinn abliuft!
und am Endpunkt wieder genau in dieselbe Richtung schaut wie am Startpunkt, so hat man sich genau einmal
um 360° gedreht. Das bedeutet, dass die Summe aller Drehwinkel 360° betragt.

(Zum Begriff Drehwinkel: Man misst jeweils den Winkel, um den man sich in mathematisch positivem Drehsinn
dreht. Das bedeutet, dass Drehungen nach links positive Winkel und Drehungen nach rechts negative Winkel

1(An jedem Punkt darf man sich maximal um einen Winkel echt kleiner als 180° nach links oder rechts drehen; dies verbietet
beispielsweise das Drehen um 270° nach links statt einer Drehung um 90° nach rechts.)

20. Oktober 2025 38-xi https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 1gNP
Planimetrie - — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

liefern.)

An jedem Punkt ist die Summe des Innenwinkels und des zugehorigen Drehwinkels 180°. Die Summe aller
Innenwinkel und aller Drehwinkel ist also n - 180°, als Gleichung

Summe aller Innenwinkel + Summe aller Drehwinkel = n - 180°

=360°
= Summe aller Innenwinkel = n - 180° — 360°
=n-180° —2-180°
=(n—2)-180°
%Lﬁsung zu A34 ex-hoehenschnittpunkt
Die Zeichnung ist geméss dem Hinweis entstanden. Z , J
Es sieht so aus, also ob die Héhe h. im kleinen Dreieck ABC' die 3
Mittelsenkrechte m 4p/ im grossen Dreieck ist, und analog fiir die
anderen Hohen. b Iy “
Sobald wir dies gezeigt haben, ist die Aussage offensichtlich: Nach I
dem Satz tiber den Umkreis 2.4.9 wissen wir, dass sich die Mittel- ha
senkrechten des grossen Dreiecks in einem Punkt, dem Umkreismit- , helq %
A c B

telpunkt, schneiden. Dieser Schnittpunkt ist dann auch der Schnitt-
punkt der Hohen des kleinen Dreiecks.

Wir zeigen nun, dass h, = m ' ps gilt.

Da +' ein Wechselwinkel von « ist, folgt v/ = 7. Analog sehen wir
B = . Wegen des Kongruenzsatzes wsw ist das Dreieck CBA’
kongruent zum Dreieck ABC'. Insbesondere gilt C'A’ = c.

Genauso sieht man B’C = c. Also ist C' der Mittelpunkt von [A’B’].
Da h. durch C verliduft und senkrecht auf AB und damit auf A’B’
steht, ist h. die Mittelsenkrechte von A’ und B’, d. h. h, = ma'p.
Analog zeigt man h, = mp/c und hy = marc.

R Losung zu A35 cxwinkelsactre-geradent

a)

<DAB = 88° (Erginzungswinkel an Parallelen).

ANACD ist gleichschenklig damit ist <DAC = <ACD = (180° — <CDA)/2 = (180° — 92°)/2 = 44°.
Damit ist <CAB = <DAB — <DAC = 88° — 44° = 44°.

dABC ist gleichschenlig und damit oo = (180° — <CAB)/2 = (180° — 44°)/2 = 136°/2 = 68°.
Antwort: oo = 68°.

b)

0 = 180° — 82° = 98° (Erginzungswinkel).

~v = 180° — 40° = 140° (Ergénzungswinkel).

o =180° — 46 — 5 = 180° — 49° — 70° = 61°. (Winkelsumme im A).

Antwort: o = 61°.

c)

<BDC = 42° (Stufenwinkel).

<ADB = 180° — 2 - 42° = 96° (gleichschenkliges AABD mit Basis [AB]).

<ADC = <ADB + <BDC = 96° + 42° = 138°.

<ACD = - (180° — <ADC) = +- - (180° — 138°) = —-42° = 21°. (gleichschenkliges AAC'D mit Basis [AC]).
<DFC =180° — «FDC — <FCD = 180° — 42° — 21° = 117° (Winkelsumme im ADFC).

a = 180° — <DFC = 180° — 117° = 63°

Antwort: o = 63°.

Alternative: @« = <ABD + <DCF. Man denke sich eine dritte Parallele durch F und « als Summe zweier
Stufenwinkel.

*Lﬁsung zu A36 ex-winkelsaetze-geraden2
Seien g, h zwei sich schneidende Geraden mit <((g, h) = a. Sei 8 = 180° — « der Nebenwinkel von «. Damit gilt
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o p
Wwgn,9) = o wnd - <(wg,,9) = o
und damit 5
1,2y @
Uwgp, wyp,) = 5 + 5
Es gilt a + 8 = 180° und damit 5- + % = 90°, was zu beweisen war.
R Losung zu A37 cxwinkelsactze-geradens
a) a = (180° — v)/2 = 70°.
b) 180° =a+ B+ v =a+ a+ 3a = 5a also o = 36°.
c) a=180° — (8 + ) = 40°.
d) 180°=a+S+v=a+a+ a=3a also a = 60°.
‘X‘Ltisung zZu A38 ex-winkelsaetze-geradend
Sei I = wq Nwg. Es gilt:
o a B . .
<AIB = 180° — 5 5 Innenwinkelsumme im A
Der gesuchte Winkel ¢ ist der Nebenwinkel von <<AI B, also
a B o B
d=180°—-(180° — — — —) = — + —.
80° — (180 5 5 ) 2 + >

Man hétte dies auch direkt aufschreiben kénnen, da der Aussenwinkel in einem Dreieck immer die Summe der
gegeniiberliegenden Innenwinkel ist.

In jedem Dreieck gilt:
a+pf+y=180° <

+ o+

w‘m
w‘m
|

m‘g

g o a
s
2 3 T

Und damit ist § = <(wa,wpg) = 90° — 3-.

*Lﬁsung zu A39 ex-winkelsaetze-geradenb
Fiir den Aussenwinkel § gilt:

d=¢e+1
Mit € = 180° — 23 und ¢ = 180° — 2~. Und damit
0 =¢e+1 =180° — 25 + 180° — 2y = 360° — (28 + 2v)

Es gilt

a+f+y=180° < 2a+25+2v=360° <& 28+2vy = 360°—2«
Oben eingesetzt erhédlt man
0 = 360° — (360° — 2a) = 2«

R‘Lﬁsung ZU A40 ex-winkelsactze-geraden6

(a) Das Dreieck AM BC ist gleichschenklig, also gilt <M CB = f3.
Es gilt

CD=CM=MA=MD

und damit ist AMCD gleichseitig und alle Innenwinkel gleich 60°.
Somit gilt
<MCD =+~ =60° = v =60°— 3.
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(b) Genau dann gilt CD || AB, wenn 8 = v (Kriterium fiir Parallelitdt von Geraden 2.15.4; dann sind 8 und
~ Wechselwinkel (= Scheitelwinkel zu Stufenwinkel)). Mit obiger Beziegung v = 60° — 8 erhalten wir:

CDHAB = B=x
— B =060°—p
— 28 = 60°
— 8 =30°

*Lﬁsung zu A41 ex-winkelsaetze-geraden7
Das Dreieck AM BC' ist gleichschenklig und damit ist <M CB = . Damit ist p die Mittelsenkrechte zu BC
und Winkelhalbierende vom <C'M B. Damit ist Mcp = a N p. Im Dreieck ACM Mpo gilt

= 180° —90° — B = 90° — j3

Das Dreieck AMCD ist gleichschenklig mit Basis [C'D]. Damit ist <M DC = (180° — u)/2 = (180° — (90° —
B))/2 = (90° + B)/2 = 45° + £~
Im Dreieck ACMpeD gilt:

B

7 = 180° —90° — <MDC = 90° — (45° + ) = 45° - 5

2

> T o2
‘X LOSLlIlg zu A42 ex-kreiswinkelsaetze-selbst-entdecken

R Losung zu A43 cxtangenten-an-kreis-durch-punke
(zu ergénzen)

*fLﬁsung ZU A44 cxtnateskreis-loiter

My g ist der Mittelpunkt der Stecke [AB], iiber der
der Nullpunkt des Koordinatensystem einen rechten
Winkel bildet. D.h. O liegt auf dem Thales-Kreis
iiber [AB], d.h. OM = AMap = 3.

Damit ist bewiesen, dass alle Punkte M 4p auf dem
Kreis £(O, 3) liegen.

R Losung zu A45 cxtangenten-an-zwei-kreise

1. Thaleskreis tiber [Z; Z5] —t

2. k(Zl,'l’lfrg)ﬂt *)T{,TQI
3. [ZlTll,Q N ky — T1’2
4. k(Zi,m+ra)Nt — Té, Ti
9. [ZlTé,4 N k1 — T34

6. Paralellen zu ZQT{,27374 durch T172,374 — t172,3’4
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#*Lb'sung zu A46 ex-thaleskreis-hoehenfusspunkte

H, und H, sind Scheitel von rechten Winkeln iiber der Strecke [AB], also liegen beide auf dem Thaleskreis tiber

[AB]. Somit gilt MapH, = MapH, = MapA, was zu beweisen war.

R Losung zu A4T cxgeom-ort-ortsbogeno

(a) Konstruiere die Mittelsenkrechte m 4p.

Trage den Winkel 90° — ¢ = 25° vom Strahl [AB in mathe-
matisch positiver Richtung ab (der Scheitel des abgetrage-
nene Winkels soll der Startpunkt A des Strahls sein). Der
«neue» Strahl schneidet m4p in einem Punkt, den wir M
nennen.

Wir behaupten, dass dies der gesuchte Punkt ist: Wegen
M € map gilt sicherlich MA = MB. Insbesondere ist
das Dreieck ABM gleichschenklig. Also gilt <M BA =
<IBAM = 90° — ¢.

Per Winkelsumme im Dreieck ABM erhalten wir

MAB
BA

90° —¢ []

SAMB = 180° — <M BA — <BAM = 180° — (90° — ) — (90° — ) = 2¢

wie gewiinscht. (Wer mag, kann auch mit dem rechtwinkligen Dreieck AM4pM argumentieren.)
Der gesuchte 65°-Ortsbogen ist nun der rote Kreisbogen in der Zeichnung (statt des rot geschriebenen BA

sollte dort BA stehen).
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(b) Die Konstruktion geht analog, jedoch beachte man, dass
das Abtragen des Winkels 90° — ¢ = 90° — 115° = —25° in BA
mathematisch positivem Drehsinn nun dem Abtragen des
Winkels ¢—90° = 25° in mathematisch negativem Drehsinn

bedeutet. A '\(%OL Map B

M

MAB

Per Winkelsumme im Dreieck ABM erhalten wir

<BMA =180° — <M AB — <ABM = 180° — (¢ — 90°) — (¢ — 90°) = 360° — 2¢.
—— =
w—90° ©—90°
Wie gewiinscht gilt somit

TAMB = 360° — <BMA = 360° — (360° — 2¢) = 2.

Der gesuchte 155°-Ortsbogen ist nun der rote Kreisbogen in der Zeichnung (statt des rot geschriebenen
BA sollte dort BA stehen).

R‘Lﬁsung ZU A48 cx-sehne-winkelsaetze-faerbe-gleiche-winkel

Fiir die Sehne [BC| sagen Sehne-Tangente-Winkel-Satz und Peri-
pheriewinkelsatz, dass o/ = o’/ = a. Analog gelten 8 = ' = 3"
und v =" =+".

R Losung zu A49 ccnavigation

Da sich der Bodensee grob gesagt «oberhalb» des Streckenzugs Arbon-Rorschach-Staad befindet, muss sich
auch das Boot in diesem Bereich befinden. Da sowohl « als auch § kleiner als 90° sind, befinden sich auch die
Mittelpunkte der Kreise, auf denen die gesuchten Ortsbogen liegen, oberhalb der Verbindungsstrecken Arbon-
Rorschach bzw. Rorschach-Staad. Nun gilt es, diese Ortsbogen zu konstruieren. Das Boot muss sich auf einem
ihrer Schnittpunkte befinden, wobei der Schnittpunkt Rorschach wohl nicht der gesuchte ist.
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S =Staad

=Rorschach

*Lﬁsul’lg zu A.5O ex-geom-ort-ortsbogenl

a)
2.2.0.£.C
%! I \CQ
1

B

1 B /I

7 %

1. Ortsbogen zu v iiber [AB] — 1.g.0.£.C
1. || zu AB im Abstand h, — 1.g.0LC 2. Ortsbogen zu ¢ iiber [AMap] — 2.g.0.f.C

2. Ortsbogen zu « iiber [AB] — 2.g.0.£.C
Es gibt 2 Losungen (die 2 an AB gespiegel-
ten Losungen mit anderem Umlaufsinn nicht mit-
gezéhlt).

)

Es gibt 1 Losung (die an AB gespiegelte Losung mit
anderem Umlaufsinn nicht mitgezdhlt).
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Planimetrie

Zuerst wird der Hohenfusspunkt H, konstruiert, wo-
mit man die Lage der Seite a erhilt.

1. Thaleskreis iiber [AB] —t

2. tNk(A hy) — H,

3. BH, 5 1.8.0.£C
4. Ortsbogen zu v iiber [AB] — 2.g.0.£.C

Es gibt 1 Losung (die an AB gespiegelte Losung mit
anderem Umlaufsinn nicht mitgezéhlt).

R Losung zu A51 cxsennenviereck

(a) Der Zentriwinkel zu « ist 2a, der Zentriwinkel zu ~ ist 27. Diese beiden Zentriwinkel erginzen sich zu
360°. Also gilt 360° = 2« + 2. Division durch 2 liefert 180° = « + 7. Analog fir 5+ 4.
Man kann auch mit den Sehne-Tangenten-Winkeln argumentieren (vgl. Teilaufgabe (b) von Aufgabe A57).
Auch geht es mit dem Peripheriewinkelsatz wie in der Losung von Teilaufgabe (a) von Aufgabe A57.

(b) Sei k der Umkreis des Dreiecks ABC. Der Winkel 8 ist ein Peripheriewinkel iiber dem Kreisbogen cA
mit Zentriwinkel 23. Der Kreisbogen EC hat den Zentriwinkel 360° — 24 und somit ist der Kreisbogen
8A der (180° — B3)-Ortsbogen iiber [AC]. Wegen § = 180° — 8 muss D auf diesem Ortsbogen, also auf
dem 8A, liegen. Also ist ABCD ein Sehnenviereck.

#F Losung zu A52 cxortsbogen-aufzabe-beweisen

Sei ¢ die gemeinsame Tangente an k; und ko im Punkt B. Der Winkel o = <(¢, g) ist ein Sehnen-Tangenten-
Winkel fiir beide Kreise iiber den Sehnen [BT7] und [BT3]. Der andere Sehnen-Tangenten-Winkel <i(¢1, g) bzw.
<(t2,9) ist gleich gross wie . Damit haben wir in den Punkte 77 und T5 Wechselwinkel an der Geraden g und
damit sind ¢1 || to.

R‘Ltjsung ZU AB53 ex-ortsbogen-winkel-berechnen-formell

a)
Der Zentriwinkel ist doppelt so gross wie der entsprechende Peri-
pheriewinkel. M S halbiert die Winkel 4o und «a.
Im AMST gilt: 180° = 90° + 2a + -, also 2-a = 90° und

2 damit o = % -90° = 36°.
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<TCB = 3« (Peripheriew. zum Sehnen-Tangenten-W.in T'.)
<CTB = 90° (Thaleskreis iiber [BC]).

<CBT = = 180° — 3a — 90° = 90° — 3«

<ATB = 180° — 3a (Nebenwinkel).

Im AATB gilt: 180° = a + (180° — 3ar) + (90° — 3ar) = 270° — 5«
Nach « aufgelost erhalt man o = 18°.

<PMC = 2« (Zentriwinkel zum Peripheriewinkel «)

APMB ist gleichschenklig mit Basis [M B] und Basiswinkeln
(180° — 28°)/2 = 76°.

AM BC ist gleichschenklig mit Basis [BC] und damit ist der Win-
kel an der Spitze <BMC = 28°.

Somit gilt <PMB = 76° = 2a + 28°. Also 2a = 76° — 28° = 48°
und damit o = 24°.

A A B

W Losung zu A54 ccorsbogen-autgabe-beweisen2

Hinweis: Dieser Beweis geht davon aus, dass [AB] innerhalb des Dreiecks ABDC liegt. (Die anderen Fille gehen
hoffentlich analog.)

Sei ¢’ eine weitere Gerade wie g mit Schnittpunkten C’ und D’.

Die Winkel <ACB = <DCB und <AC’'B = <D'C’B sind als Peripheriewinkel iiber [AB] gleich gross. Ebenso
sind die <BDA = <BDC und <BD'A = «BD’C" als Peripheriewinkel iiber [BA] gleich gross. Daraus folgt
(Winkelsumme im Dreieck), dass auch die beiden Winkel <C'BD und <C"BD’ gleich gross sind.

ﬁ*Lﬁsung zu A55 ex-ortsbogen-aufgabe-beweisen3-geogebra
Annahme: [AC] und [BD] sind die Diagonalen (andernfalls sind C' und D zu vertauschen).

Der Winkel <CAD bzw. <ADB ist ein Peripheriewinkel iber der Sehne [DC] bzw. [AB]. Diese Winkel sind
immer gleich gross, auch wenn die Sehne [C'D] auf k wandert. Diese Winkel sind Innenwinkel im AAX D. Somit
ist der Winkel <D X A auch immer gleich gross, und dasselbe gilt fiir seinen Erganzungswinkel <AX B. Damit
liegen alle moglichen Punkte X auf einem Ortsbogen iiber [AB].

R‘Lﬁsung ZU ABG6 ex-ortsbogen-winkel-berechnen-formell2

Fall 5 >~:Sei T =tNa.

4T AB = v (Sehnen-Tangenten-Winkel zum Peripheriewinkel ).

B ist Aussenwinkel im AAT B und damit § = v + ¢ und somit § = 5 — .

Wegen a + 5+ v = 180° kann man den gesuchten Winkel alternativ auch in Abhéngigkeit von o und S oder in
Abhéngigkeit von o und ~ angeben.

Fall v = j3: Es gibt keinen Schnittpunkt und der Winkel zwischen den dann parallelen Geraden ist nicht definiert
(man konnte definieren, dass der Winkel zwischen parallelen Geraden 0° ist).

Fall v > : Dann gilt § = v — 8 mit dhnlicher Herleitung.

R‘Lﬁsung zua A57 ex-ortsbogen-winkel-berechnen-formell3
a) Sei X = AD N CE der Diagonalenschnittpunkt.

Es gilt: <DEC = 8 (Peripheriewinkel {iber [CD]) und <AEC = 90° — o (Innenwinkelsumme im AAEX). Und
damit:

e=90°—a+p

Analog erhélt man v = 90° — 5 + a.

Im AEDC ist der Winkel bei E gleich gross wie 8 und der Winkel bei C gleich gross wie a (Periepheriewinkel
iiber gleichen Sehnen). Damit ist

= 180° — o — 3. (Dies folgt auch aus der Aufgabe {iber Sehnenvierecke.)
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b) Der Winkel <DZC = 2 ist Zentriwinkel zum Peripheriewinkel § {iber der Sehne [DC] im kleinen Kreis. Die-
ser Winkel ist aber auch Peripheriewinkel tiber [DC] im grossen Kreis. Peripheriewinkel auf gegeniiberliegenden
Seiten der Kreissehne ergianzen sich zu 180° (die entsprechenden Sehnen-Tangenten-Winkel sind Nebenwinkel;
das folgt auch aus der Aufgabe iiber Sehnenvierecke). Also gilt folgende Beziehung zwischen o und S:

28 =180° — a

Hinweis: Die obige Beziehung kann natiirlich auch umgeformt und nach « oder § aufgelést werden.

#*Losung zu A58 ex-thaleskreis-schnittpunkte-gemeinsamer-tangenten
/

Der Beweis wird hier exemplarisch fiir den Punkt
P = ty N tg gefithrt. Da ¢ und t3 Tangenten an kq
sind, halbiert Z; P den Winkel <((¢2, t3). Analog teilt
auch ZoP den Winkel <((t2,t3). D.h. Z; P und Z3P
sind ein Winkelhalbierendenpaar und somit recht-
winklig aufeinander, was beweist, dass P auf dem
Thaleskreis tiber [Z7 Zs] liegt.

KL Losung zu AB9 cxortsbogen-autgabe-beweisend

Sei X = w, Nu, der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden w, mit dem Umkreis. Zu zeigen ist also, dass
X €mgp.

Wegen X € w, gilt <ACX = <XCB = %’y. Da beide Winkel Peripheriewinkel im Umkreis sind, miissen die
entsprechenden Sehnen [AX] und [BX] gleich lang sein (das braucht ja wohl noch ein Argument, siche unten),
d.h. X € map, was zu beweisen war.

Zu beweisen ist noch folgendes (Formulierung zu verbessern): Gegeben ist ein Kreis k und ein beliebiger Winkel
~. Ist ABC' ein beliebiges Dreieck mit A, B, C' € k (d.h. k ist der Umkreis des Dreiecks) und Winkel 7 bei
C, so ist die Lénge c fiir all solche Dreiecke konstant. Man kann den Punkt C' so verschieben, dass die Seite
a ein Durchmesser ist. Dann ist klar, wie man ¢ aus v konstruiert (Thaleskreis). Also ist ¢ durch v und den
Kreisdurchmesser festgelegt.

“4© T .
,{ Losung zu A60 ex-hoehenfusspunkte-billard-rademacher-toeplitz
(zu ergénzen)
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