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Trigonometrie

18 Trigonometrie

18.0.1. In der Trigonometrie («Dreiecksmessungy) beschéftigt man sich mit der Beziehung zwischen den Win-
keln und Seiten eines Dreiecks. Wir werden beispielsweise sehen, wie man mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen Sinus, Kosinus (Cosinus) und Tangens aus

o drei Seiten(-lingen) eines Dreiecks die drei Winkel berechnen kann;
« aus zwei Seiten eines Dreiecks und dem eingeschlossenen Winkel die restlichen Seiten und Winkel berechnen

kann~ Zwei Seiten und der nicht eingeschlossene Winkel legen das Dreieck im Allgemeinen nicht eindeutig fest.
’ Man kann aber immerhin die beiden Kandidatendreiecke berechnen.

e aus einer Seite eines Dreiecks und zwei Winkeln die restlichen Seiten und Winkel berechnen kann.

18.1 Trigonometrische Funktionen

18.1.1. Der Einheitskreis ist der Kreis um den Ursprung mit Radius 1 Einheit. Winkel werden in mathema-
tisch positivem Sinn (= Gegenuhrzeigersinn) gemessen.

—— Definition 18.1.2  trigonometrische Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens

Sei ein Winkel o fixiert.

Sei P, der Punkt auf dem Einheitskreis, fiir den der Winkel zwischen der positiven z-Achse und dem Strahl
L, = OP, genau « ist. Dann sind die reellen Zahlen cos(a) («Kosinus a»), sin(«) («Sinus a») und tan(a)
(«Tangens a») wie folgt definiert:

o cos(a) ==
e sin(a) =%

o tan(a) =%

tan(«) ist nur definiert, falls ¢, nicht vertikal ist.

—— Satz 18.1.3 Pythagoras trigonometrisch

Fiir alle Winkel a gilt
(sin(a))? 4 (cos(a))? = 1

Meist wird dies kurz wie folgt no-
tiert:

sin?(a) + cos?(a) = 1
oder noch kiirzer:

sin? 4+ cos? = 1

-1 1

Beweis. Wenden Sie den Satz von Py-
thagoras auf das offensichtliche recht-
winklige Dreieck an. O
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Aufgabe A46 einbauen zwischen den folgenden vier Aufgaben. Da das Vorzeichen unklar ist: Fiir Winkel zwischen 0° und 260°: Gib «viertelweise» an bzw. bestimme, welche Vorzeichen Kosinus, Sinus und Tangens haben.
Dann mit Zusatzwissen iiber a, etwa 90° < a < 180° beispielsweise Tangens und Sinus aus Kosinus bestimmen.
R Aufgabe Al Zeichnen Sie einen Einheitskreis mit Durchmesser 8 cm. Stellen Sie Thren Taschenrechner

auf Gradmass: Driicken Sie dazu «Home», «5», «2» und stellen dann die Option « Winkel» auf Grad. Speichern
Sie die Einstellungen als Standard.

(a) Zeichnen Sie die Punkte P50, Pagoe, P—1900 und Psgpo ein. Bestimmen Sie dann durch Messen die Kosinus-
und Sinuswerte dieser Winkel. Achtung: Es muss in Einheiten, nicht in cm gemessen werden!

(b) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner die Kosinus- und Sinuswerte der Winkel aus Teilaufgabe (a).
Achtung: Der Taschenrechner muss im Gradmass (DEG) rechnen und nicht im Bogenmass (RAD).

(c) Bestimmen Sie, ebenfalls durch Messen, die Tangenswerte der Winkel aus Teilaufgabe (a) und tiberpriifen
Sie Thre Messungen mit dem Taschenrechner.

(d) Fiir welche Winkel « (es gibt unendlich viele!) gilt sin(a) = 0.87 Bestimmen Sie die Antwort durch Kon-
struieren und Abmessen. Beschreiben Sie alle Losungen (es gibt unendlich viele). Losen Sie die Gleichung
mit dem TR und interpretieren Sie das Resultat.

(e) Fiir welche Winkel « gilt cos(a) = —0.2? Bestimmen Sie die Antwort durch Konstruieren und Abmes-
sen. Beschreiben Sie alle Losungen (es gibt unendlich viele). Losen Sie die Gleichung mit dem TR und
interpretieren Sie das Resultat.

(f) Fiir welche Winkel « (es gibt unendlich viele!) gilt tan(a) = —27 Bestimmen Sie die Antwort durch
Konstruieren und Abmessen. Beschreiben Sie alle Losungen (unendlich viele). Losen Sie die Gleichung mit
dem TR und interpretieren Sie das Resultat.

(g) Fiir welche Winkel « gilt sin(a) = 4.27?

(h) Fiir welche Winkel « gilt cos(a)) = —27

R Aufgabe A2 Bestimmen Sie die exakten Cosinus-, Sinus- und Tangenswerte der Winkel 30° und 45°
(ohne Taschenrechner). Machen Sie dazu eine Skizze im Einheitskreis und suchen Sie spezielle rechtwinklige
Dreiecke (welcher Satz ist wohl zu verwenden?).

Erstellen Sie dann eine Tabelle mit den exakten trigonometrischen Funktionswerten aller Vielfachen von 30°
und aller Vielfachen von 45° zwischen 0° und 360°.

R Aufgabe A3

(a) Geben Sie die Eckpunkte eines regelmiéssigen Fiinfecks ABCDE an, dessen Eckpunkte auf dem Einheits-
kreis liegen. Die Eckpunkte sind exakt anzugeben mit Hilfe des Kosinus bzw. Sinus geeigneter Winkel.
Hinweis: Wahlen Sie A = (1,0) = (cos(0°),sin(0°)).

(b) Geben Sie die Eckpunkte eines regelmissigen Fiinfecks ABCDE exakt an, dessen Eckpunkte auf dem
Kreis mit Radius 4 cm um den Ursprung liegen. Berechnen Sie die Koordinaten der Eckpunkte mit dem
Taschenrechner (zwei Nachkommastellen).

Als Probe: Zeichnen Sie die von Thnen berechneten Punkte in ein Koordinatensystem ein und verbinden
Sie diese zu einem Fiinfeck. (Python-Programm in Musterlosung)

(c) # Welche Eckpunkte hat das regelmissige n-Eck mit Umkreisradius 7? Eckpunkt (r,0), Zentrum (0, 0)

R Aufgabe A4

(a) Fiir jeden Winkel « sind jeweils zwei der folgenden Werte gleich.
sin(a) cos(a) sin(—a) cos(—a)
— sin(«) — cos(a) — sin(—a) — cos(—a)
Finden Sie heraus, welche und warum. Als Begriindung geniigt eine aussagekréiftige Skizze.

Hinweis: Wihlen Sie einen «beliebigen» Winkel o und tragen Sie in Threr Skizze —«, +(sin +«), & cos(+a)
geeignet ein (wie in der Skizze zur Definition der trigonometrischen Funktionen).

(b) Fiir jeden Winkel « sind jeweils vier der folgenden Werte gleich.
sin(a) sin(a + 90°) — sin(a + 180°) sin(a + 360°)
cos(a) — cos(a+90°) — cos(a + 180°) cos(a + 360°)
Finden Sie heraus, welche, und begriinden Sie mit einer Skizze.

sin(a)
’ cos(a) *

(c) Welche der folgenden Werte sind gleich und warum? tan(a), sin?(a) + cos?(a), 1
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18.1.4. Winkel werden traditionell in Grad gemessen. Eine natiirlichere' Definition ist die folgende.

——  Definition 18.1.5 Bogenmass
Das Bogenmass eines Winkels « ist die Lange des Bogens auf dem Einheitskreis als Y
Zahl (ohne Einheit), der von « ausgeschnitten wird. Beispiele:

e 360° = 27, da der Einheitskreis den Umfang 27 hat. a «
¢ 180° = m, da der halbe Umfang des Einheitskreises 7 ist.

o Der tiirkise Bogen in der Zeichnung hat die Lange 1, d. h. der Winkel in der Zeich-

nung ist @ = 1 im Bogenmass.
Die SI-Einheit des Bogenmasses ist Radiant, abgekiirzt «rad», z.B. 360° = 27 rad. Es handelt sich um eine Einheit der Dimension Zahl,
d.h. 1 rad = 1. Sie wird in der Mathematik fast nie dazugeschrieben.
Die Bezeichnung Radiant kommt daher, dass die Linge des Kreisbogens in Vielfachen des Radius angegeben wird.
(«SI» bedeutet «Systéme international d’unités», vgl. Wikipedia: Internationales Einheitensystem)

18.1.6. Bei Taschenrechnern kann man oft einstellen, ob sie Winkel im Bogenmass (RAD fiir Radiant) oder
im Gradmass (DEG fiir «degree», Grad) angeben.

Man kann dies leicht herausfinden, indem man etwa sin(90) ausrechnet. Wenn 1 herauskommt, ist der Taschen-
rechner auf Gradmass eingestellt. Wenn 0.89 ... herauskommt, ist er auf Bogenmass eingestellt.

In Programmiersprachen (etwa Python) werden Winkel praktisch immer im Bogenmass gemessen.

R Aufgabe A5

(a) Vervollsténdigen Sie die folgende Tabelle mit den exakten Werten.
Winkel
in 0° 360° 180° 90° 60° 30° —90° 1°
Grad
Winkel
in Ra- T 1
diant
(b) Bestimmen Sie die beiden Umrechnungsfunktionen g(r) von Radiant in Grad und r(g) von Grad in Radi-
ant. Es sollen zum Beispiel g(7) = 180° und r(180°) = 7 gelten.

g(r) = r(g9) =

R Aufgabe A6 Ziel dieser Aufgabe ist, die Graphen der Sinus-, Kosinus- und Tangensfunktion in die
vorgegebenen Koordinatensysteme einzuzeichnen. Die Aufgabe ist nur mit dem Geodreieck zu losen (ohne
Taschenrechner).

a) Graph der Sinusfunktion: Markieren Sie fiir alle Winkel « zwischen —30° und 390°, die Vielfache von 30°
sind, den Punkt P, im Kreis links und nutzen Sie jeweils eine horizontale Linie, um den entsprechenden
Punkt des Graphen der Sinusfunktion im Koordinatensystem rechts einzuzeichnen.
sin(a)
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1Warum sollte der Vollwinkel 360° sein und nicht 5040 oder 1 oder 42?7 Das Bogenmass kann statt wie in Definition 18.1.5
erklirt auch ohne Bezug auf den Einheitskreis (und eine fest gewéhlte Einheit) wie folgt mit Hilfe eines beliebigen Kreises definiert
werden: Dividiere die Lange des vom Winkel ausgeschnittenen Kreisbogens durch den Radius des Kreises. Diese Definition hat auch
den Vorteil, dass der Winkel schlicht eine Zahl ist und keine Lénge (also «dimensionslos», ohne Langeneinheit).

Ein Vorteil der Zahl 360 ist iibrigens, dass sie viele Teiler hat: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72,
90, 120, 180, 360. Deswegen sind viele Winkel im Gradmass ganzzahlig.
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b) Graph der Kosinusfunktion: Markieren Sie fiir alle Winkel @ zwischen —30° und 390°, die Vielfache von
30° sind, den Punkt P, im Kreis links und nutzen Sie die hellgraue erste Winkelhalbierende, um den
entsprechenden Punkt des Graphen der Kosinusfunktion im Koordinatensystem rechts einzuzeichnen.
cos(a)
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c¢) Skizzieren Sie den Graphen der Tangensfunktion! Vorgehen: Zeichnen Sie fiir alle Winkel v zwischen —90°
und 270°, die Vielfache von 30° sind, den Strahl £,. Wo taucht tan(«) auf? Zeichnen Sie den entsprechenden
Punkt des Graphen im Koordinatensystem.
tan(a)
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18.1.7. Wie rechnet eigentlich ein Computer oder Taschenrechner die trigonometrischen Funktionen aus, etwa
den Sinus? Es ist wohl kaum anzunehmen, dass der Taschenrechner Messungen am Einheitskreis durchfiihrt.

Bemerkenswerterweise gilt, wenn x einen Winkel im Bogenmass bezeichnet,

T fES 3,/.5 x7 x9 .’L'll & an-‘rl
i = _Z 4L = L 4= B D
sin@) = -5t T T T ;::O( VG
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Dies ist die Darstellung des Sinus als «Potenzreihey»; man muss begriinden, warum die unendliche Summe
sinnvoll ist. Wer mag, kann die ersten Teilsummen fiir einen beliebig gewdhlten Winkel = (etwa x = - = 60°)
ausrechnen und sehen, wie diese Teilsummen sich dem wahren Wert sin(z) ndhern; den wahren Wert mag man

mit dem Taschenrechner (néherungsweise) berechnen.
Diese Darstellung ist ein Grund, warum das Bogenmass natiirlicher ist als das Gradmass.
Auch die Kosinusfunktion kann man als Potenzreihe darstellen:

2 4 6 8 10 2n

x T x x x > -7
o) =1t o T A

18.1.8. Man beachte, dass in den Koordinatensystemen in Aufgabe A6 eine «vertikale Einheit» genauso lang
ist wie eine «horizontale Einheit» (letztere ist in Radiant/Bogenmass gemessen). Eine horizontale Einheit be-
tragt also 1 = 1 rad = % ~ 57.29582. Dies ist die iibliche Konvention beim Zeichnen der Graphen der
trigonometrischen Funktionen sin(x), cos(z), tan(z).

— Merke 18.1.9 Koordinaten eines rotierenden Punktes

Wenn ein Punkt zur Zeit ¢ = 0 am Punkt (1, 0) startet und sich mit Y

konstanter Geschwindigkeit % auf dem Einheitskreis bewegt

(in positivem Drehsinn), so hat er zur Zeit ¢ die Position

P = (cos(t), sin(t)).

= ((cos(t), sin(t))

Beweis. Dies ist nur eine Umformulierung der Definitionen. Man kann wie folgt argumentieren.

Zur Zeit t (in Sekunden) hat der Punkt einen Kreisbogen der Lénge ¢ (in Einheiten) durchlaufen (weil die

o1 .. 1 Einheit .
Geschwindigkeit —gm - betrigt).

Da der Kreisbogen den Radius 1 hat, ist ¢ der Winkel des Kreisbogens (im Bogenmass = in Radiant).

Der Punkt auf dem Einheitskreis zum Winkel ¢ hat aber nach Definition von Kosinus und Sinus die Koordinaten
(cos(t), sin(t)). O

— Merke 18.1.10

Die Sinuswerte der 0°, 30°, 45°, 60°, 90° kann man sich mit Hilfe der folgenden Tabelle leicht merken. (Sie
haben diese Sinuswerte in Aufgabe A2 berechnet.)

Winkel « 0° 30° 45° 60° 90°
sin(a) A0 VA V2 VER V4
2 2 2 2 2

Die untere Zeile kann man sich leicht merken, die Folge der Winkel 0°, 30°, 45°, 60°, 90° in der oberen Zeile
muss man sich einpragen.

Die Zahlen in der unteren Zeile sind @ =0, % = %7 %, @, # = % =1, in der Darstellung in
der Tabelle kann man sich diese Zahlen aber leichter merken.
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Merke 18.1.11

Eigenschaften der Sinusfunktion

sin(z)
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« Die Sinusfunktion nimmt jedes Element des Intervalls [—1, 1] als Wert an, aber keine Zahlen ausserhalb
dieses Intervalls. Kurz: Das Bild der Sinusfunktion ist [—1, 1].

¢ Die Sinusfunktion ist periodisch mit Periodenlénge 27:

sin(z) = sin(x + 2m) fir alle x € R.

¢ Die Nullstellen der Sinusfunktion sind genau die Vielfachen von 7:

sin(zx) =0 <= z=nrfireinne’Z
¢ Die Sinusfunktion ist punktsymmetrisch zu jeder ihrer Nullstellen. Zum Beispiel bedeutet Punktsym-

metrie zur Nullstelle 0 Punktsymmetrie zum Ursprung, in Formeln

sin(z) = —sin(—x) fiir alle z € R.

+ Die Maximalstellen sind - + n - 27 fiir beliebiges n € Z.
+ Die Minimalstellen sind —-3- +n - 27 fiir beliebiges n € Z.

« Die Sinusfunktion ist achsensymmetrisch zu allen vertikalen Geraden durch ihre Maximalstellen/Hoch-

punkte und Minimalstellen/Tiefpunkte. Zum Beispiel ist sie achsensymmetrisch zur vertikalen Geraden

T =5
sin(§ +x) =sin(§ — x) fiir alle z € R.

Man kénnte noch einige weitere «offensichtliche» Eigenschaften auffithren (etwa, dass die Sinusfunktion
zwischen —-3- und - streng monoton wéchst).
Wer die entsprechenden Eigenschaften im Gradmass lesen will, verwende m = 180°. Periodizitdt wird so

zum Beispiel zu sin(x) = sin(x + 27) = sin(x 4+ 360°).

Merke 18.1.12 Eigenschaften der Kosinusfunktion

sin(z)
360° —330° —300° —270° —240° —210° —180° —150° —120° —90° —60° —30° ‘l 30°  60°  90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360°
1
-+ 0.8
=+ 0.6
-+ 0.4
-T- 0.2
I I I I I I I I I I I I I I I I I I »
T T T T T T T T T T T T T T T T T T »
-1~ -0.2
-+ —0.4
4 0.6
-+ -0.8
+ -1

Die Kosinusfunktion hat ganz &hnliche Eigenschaften wie die Sinusfunktion. Sie sind direkt aus dem Graphen
der Funktion ersichtlich oder folgen aus cos(x) = sin(z + 5-) = sin(z + 90°) fiir alle 2 € R (was bedeutet,
dass der Graph der Kosinusfunktion aus dem Graphen der Sinusfunktion durch eine Verschiebung um -

nach links entsteht).
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Merke 18.1.13 Eigenschaften der Tangensfunktion

Die Tangensfunktion tan(z) = %((?) ist definiert fiir alle reellen o w"}'u w o o w w o s o

Zahlen x, die nicht Nullstelle der Kosinusfunktion sind. Die «Definiti-
onsliicken» sind also diejenigen reellen Zahlen, die sich von 5- = 90°
um ein ganzzahliges Vielfaches von 7 = 180° unterscheiden.

Die Tangensfunktion ist periodisch mit Periodenlénge 7:

tan(x) = tan(x + ) fiir alle z in der Definitionsmenge

Nullstellen des Tangens = Nullstellen des Sinus

Der Tangens ist Punktsymmetrie zu jeder Nullstelle. Zum Beispiel
bedeutet Punktsymmetrie zur Nullstelle 0 Punktesymmetrie zum Ur-
sprung, in Formeln

tan(x) = — tan(—x)

18.2 Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck

18.2.1. Es sei daran erinnert, dass der Begriff Trigonometrie Dreiecksvermessung bedeutet. Wir betrachten
zundchst beliebige rechtwinklige Dreiecke.

R Aufgabe AT In dieser Aufgabe sind zwei Zeichnungen nebeneinander zu erstellen: Zum einen ist ein
Dreieck zu zeichnen, zum anderen ein Einheitskreis.

In einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck betrachte man einen
der beiden Winkel, die nicht 90° betragen.

¢ Die an diesem Winkel anliegende Kathete heisst Ankathe-

¢ Die diesem Winkel gegeniiberliegende Kathete heisst Ge- 5

Zeichnen Sie ein rechtwinkliges Dreieck AGH A mit Winkel § ~ 25° bei G und rechtem Winkel bei H.
Beschriften Sie den Winkel § und die Seiten g, h, und a.

Zeichnen Sie daneben einen Einheitskreis mit dem Punkt Ps (gleicher Winkel § wie in Threm Dreieck).
Zeichnen Sie das Stiitzdreieck unter der Strecke OPs;.

Begriinden Sie, warum das Stiitzdreieck und Ihr Dreieck AGH A ahnlich sind.

Beschriften Sie die Lédngen der Stiitzdreiecksseiten.

Geben Sie mit Hilfe des Stiitzdreiecks die drei Seitenverhaltnisse -, 4~ und < an.

Versuchen Sie, den Inhalt von Satz 18.2.3 herauszufinden. Dabei sind die Begriffe « Ankathete» und «Ge-
genkathete» aus der folgenden Definition zu verwenden.

Definition 18.2.2  Ankathete, Gegenkathete

te zu dem betrachteten Winkel.

genkathete zu dem betrachteten Winkel.
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— Satz 18.2.3  Sinus und Kosinus als Seitenverhéltnisse in rechtwinkligen Dreiecken

In einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck sei § # 90° einer der beiden nicht
rechten Winkel. Dann gelten

sin(d) =

cos(d) =

tan(d) =

18.2.4. Zum Merken dieser drei Formeln gibt es die folgenden Eselsbriicken:

¢ «GAGA HiihnerHof AG» alias die folgende Tabelle:
sin | cos | tan | cot
G | A G A
H | H A G
Zum Beispiel ist der Kosinus der Quotient Ankathete durch Hypotenuse.

cos(a) sin(a)
sin(a) 7 cos(a) -~
Der Nachteil dieser Eselsbriicke ist, dass man sich die Reihenfolge der vier Funktionen sin, cos, tan, cot
in der ersten Zeile merken muss.

o englische Variante: SOH-CAH-TOA (klingt ahnlich wie englisch Krakatoa, deutsch Krakatau, ein be-
kannter Vulkan).

— SOH: Sine = Opposite +~ Hypotenuse

Die Funktion cot ist der Cotangens, cot(a) =

also fast immer der Kehrwert von tan(a) =

— CAH: Cosine = Adjacent + Hypotenuse
— TOA: Tangent = Opposite + Adjacent
Opposite = Gegenkathete, Adjacent = Ankathete

R Aufgabe A8 Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei C' sind in den folgenden
Teilaufgaben jeweils ein Winkel und eine Seite bekannt. Berechnen Sie die fehlenden Seiten mit dem TR. Geben
Sie die Resultate auf 4 signifikante Stellen gerundet an (d.h. egal, wo das Komma ist, es stehen vier Stellen
da (fiihrende Nullen nicht mitgezihlt)). Uberpriifen Sie Thre Resultate mit einer kleinen Handskizze auf ihre
Plausibilitéat.

a) «=20°a=4 b) 8 =50° c=3 c) a=35°,b=5 d) B =55°a=2

® Aufgabe A9

a) Aktuelle Gleitschirme haben einen Gleitwinkel von etwa 7° (Winkel zwischen Flugrichtung und der Ho-
rizontalen). Normalerweise wird aber die Gleitzahl angegeben, das ist die horizontale Distanz in m, die
pro Hohenmeter zuriickgelegt wird. Berechnen Sie die Gleitzahl. Welcher trigonometrischen Funktion des
Gleitwinkels entspricht die Gleitzahl?

b) Sie stehen in der Wiiste von Dubai und der 830 m hohe Burj Khalifa erscheint unter einem Winkel von
20°. Wie weit vom Turm sind Sie entfernt?

¢) In der Skizze rechts ist ﬁG die Gewichtskraft, die auf die Person in-
klusive Schlitten wirkt. Mit den beiden anderen Kraften ﬁGN (Kom-
ponente der Gewichtskraft senkrecht (normal) zum Boden) und Figa
(Hangabtriebskraft, beschleunigt Schlitten samt Person parallel zum
Hang) kann ein rechtwinkliges Dreieck gebildet werden.
Fiir eine Hangneigung von o = 10°: Mit wie viel Prozent der Ge-
wichtskraft wird die Person mit Schlitten den Hang hinunter gezogen? b
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® Aufgabe A10 In dieser Aufgabe wird die Erde idealisiert als Kugel betrachtet.

(a) Berechnen Sie die Léange des Breitenkreises, auf dem St. Gallen liegt.
Hinweise und Werte:
e Zeichnen Sie einen Querschnitt der Erde durch die beiden Pole und St. Gallen.

e St. Gallen hat die Koordinaten 47°25'27” N, 9°22'15"” E (laut Wikipedia: St. Gallen). Rechnen Sie
gerundet mit den Koordinaten 47° N, 9° E.

¢ Rechnen Sie mit einem Erdumfang von U = 40000 km.
o Breitenkreis = «Kreis parallel zum Aquator»; der Aquator ist der 0°-Breitenkreis.

(b) Geben Sie die Lange des Breitenkreises zum Winkel a (nérdlicher oder stidlicher Breite) in Abhéngigkeit
vom Erdumfang U an.

R Aufgabe A1l Zeichnen Sie ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck (vitte nicht gleichsenenkiigy mit Eckpunkten A,
B, C (im mathematisch positivem Drehsinn, rechter Winkel bei C'). Die Seiten bzw. Winkel werden wie iiblich
mit a, b, ¢ bzw. «, 8 (und v = 90°) bezeichnet.

(a) Messen Sie alle Seiten und Winkel und schreiben Sie Thre Werte auf.

(b) Ziel der Teilaufgabe ist, dass Sie sehen, dass man in jedem rechtwinkligen Dreieck aus jeder Seite und
jedem Nicht-90°-Grad-Winkel die anderen Seiten mit einer einfachen Formel berechnen kann.
Finden Sie Formeln, wie man

. (Fall 1: Kathete a und ein Nicht-90°-Winkel bekannt)

— b und c aus a und « berechnen kann;

b und c aus a und S berechnen kann (méglichst nicht per 8 = 90° —a auf den vorherigen Fall zuriickfiihren);
. (Fall 2: andere Kathete b und ein Nicht-90°-Winkel bekannt)
— a und c aus b und « berechnen kann;
— a und c aus b und S berechnen kann;
. (Fall 3: Hypotenuse ¢ und ein Nicht-90°-Winkel bekannt)
— a und b aus ¢ und a berechnen kann;
— a und b aus ¢ und 8 berechnen kann.
(c) Testen Sie mit dem Taschenrechner, ob Thre Formeln fiir das von Thnen gezeichnete Dreieck stimmen.

(d) Wenn zwei beliebige der drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks gegeben sind, wie kénnen Sie die dritte
berechnen?

(e) Wenn die beiden Nicht-90°-Winkel o und § eines rechtwinkligen Dreiecks gegeben sind: Kénnen Sie die
drei Seiten a, b und ¢ berechnen?

Bemerkung: In all den obigen Féllen, in denen die Berechnung méglich ist, ist das rechtwinklige Dreieck durch
die angegebenen Grossen eindeutig bestimmt. Man mag sich {iberlegen, wie man das entsprechende Dreieck
mit Zirkel und Lineal konstruieren kann (Winkel entweder als gegeben vorausgesetzen oder per Geodreieck
einzeichnen).

18.3 Trigonometrische Flichenformel
18.3.1. Wir betrachten nun allgemeine (nicht notwendig rechtwinklige) Dreiecke.

Ein Dreieck ist durch zwei Seiten und den dazwischenliegenden Winkel eindeutig bestimmt (Kongruenzsatz sws
= Seite-Winkel-Seite). Man sollte also aus diesen Daten beispielsweise die Fliche berechnen kénnen.

R Aufgabe A12

(a) Berechne die Fliche eines (allgemeinen, nicht notwendig rechtwinkligen) Dreiecks mit ¢ = 9, b = 6 und
a=37°.
Hinweis: Berechne zuerst die Hohe h. mit Hilfe von SOH-CAH-TOA und dann daraus die Flache.

(b) Berechne die Fliche eines Dreiecks mit a =5, b =6 und v = 77°.

(c) Kannst du den Inhalt von Satz 18.3.2 erraten?
Kannst du ihn beweisen? Funktioniert dein Beweis auch fiir av > 90°7
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—— Satz 18.3.2  Trigonometrische Flichenformel

Der Flécheninhalt F' eines beliebigen Dreiecks ABC lésst sich aus je zwei Seiten und dem dazwischenlie-

genden Winkel wie folgt berechnen: &

In Worten: &

Beweis.
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YLy,

18.4.1. Die trigonometrischen Funktionen ordnen Winkeln (im Gradmass oder in Radiant) reelle Zahlen zu.

Trigonometrie

18.4 Arcus-Funktionen

Umgekehrt kann man sich fragen, welche(r) Winkel zu einer gegebenen reellen Zahl gehort:

o Welcher Winkel « erfiillt sin(o) = —0.37
o Welcher Winkel « erfiillt cos(a) =17
o Welcher Winkel « erfiillt tan(a) = 427

Bisher haben wir solche Fragen graphisch am Einheitskreis oder mit dem Taschenrechner gelost, etwa per
solve(sin(a)=-0.3, a). Dabei sieht man, dass es meist unendlich viele Winkel gibt (oder auch gar keinen),
die eine solche Frage beantworten. Beispielsweise sind die Losungen der Gleichung cos(a) = 1 alle ganzzahligen
Vielfachen von 27 = 360°.

Die sogenannten Arcus-Funktionen wéhlen aus diesen unendlich vielen Lésungen eine «besonders einfache»
Losung aus, was konkret bedeutet, dass die Losung moglichst nahe bei 0 = 0° liegt und im Zweifelsfall positiv
ist.

— Definition 18.4.2

Definition des Arcus-Kosinus: &

Definition des Arcus-Sinus: &

Definition des Arcus-Tangens: &

Arcus-Cosinus

x € [-1,1]

Mathe: arccos(z) = cos™!(z)
Computer: acos(x)

1Y

-1
Liefert Winkel im Intervall:

Arcus-Sinus

y € [-1,1]

Mathe: arcsin(y) = sin~!(y)
Computer: asin(y)

1Y

-1
Liefert Winkel im Intervall:

Arcus-Tangens

m € R

Mathe: arctan(m) = tan—*(m)
Computer: atan(m)

my

-1
Liefert Winkel im Intervall:
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18.4.3. Der Name Arcus-Funktionen kommt daher, dass diese Funktionen (in Radiant gemessen) Bogenliangen
liefern (lat. arcus fiir Bogen, oder auch englisch oder franzosisch arc).

Die Arcus-Funktionen sind Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen bzw. genauer von geeigne-
ten Einschrdnkungen dieser Funktionen, denn sie «kehren» die Richtung dieser Funktionen «umpy: Statt aus
Winkeln Zahlen zu berechnen, liefern sie umgekehrt zu Zahlen Winkel.

Der Begriftf Umkehrfunktion wird spéter in allgemeinem Kontext erklért.

18.4.4. Sind Winkel zwischen 0° und 180° gesucht (also eventuell stumpfe Winkel), so empfiehlt es sich, falls
moglich, arccos anstatt arcsin zu benutzen. So muss der Winkel am Schluss nicht noch umgerechnet werden.

R Aufgabe A13  Bestimmen Sie mit Hilfe einer Skizze des Einheitskreises durch geometrische Uberlegungen,
aber ohne TR und ohne Abmessen:

a) arcsin(0) b) arccos(0) c¢) arctan(0) d) arcsin(1)
e) arccos(1) f) arctan(1) g) arcsin(—1) h) arccos(—1)
i) arctan(—1) j) arcsin (%) k) arccos (—=-) 1) arctan (v/3)
R Aufgabe A14  Zeichnen Sie (auf Papier) die Funktionsgraphen der Arcusfunktionen arcsin(z), arccos(z)

und arctan(z).

Wiéhlen Sie als Einheitslinge 5cm (in beiden Richtungen). Die Winkel auf der vertikalen a-Achse werden in
Radiant gemessen.

R Aufgabe Al15

a) Moderne Segelflieger haben eine Gleitzahl (siche Aufgabe A9 a)) von ca. 50. Berechnen Sie den entspre-
chenden Gleitwinkel. Zusatzaufgabe: Wenn so ein Segelflieger das Matterhorn knapp tberfliegt, kénnte
dieser ohne weitere Auf- und Abwinde im Aargau in Birrfeld landen?

b) Ein 8 m hoher senkrechter Strommast wirft einen 4 m langen Schatten. Wie gross ist der Einfallswinkel

der Sonnenstrahlen? Zusatzaufgabe: Zu welcher Jahres- und Tageszeit steht die Sonne in St. Gallen so
hoch?

¢) Am Anfang einer Passstrasse steht ein Schild mit der Aufschrift «20% Steigungy. Was ist also der Winkel
dieser Strasse gegeniiber der Horizontalen (wenn man annimmt, dass die Steigung iiberall genau 20 %
betrigt)?

d) Eine Downhill-Mountainbikerin zeichnet ihre Talfahrt vom Maschgenkamm nach Quarten am Walensee
sowohl mit ihrem Tachometer als auch mit ihrem GPS auf. Nach 8.271 km auf dem Tachometer zeigt das
GPS nur 8.115 km an. Sie setzt beide Gerédte wieder auf Null und radelt nach Sargans. Dort zeigen beide
Gerite bis auf 2 m die gleiche Distanz (19.2 km) an.

Was hat das GPS gemessen und wie steil (Angabe als Winkel und in %) war die Abfahrt im Durchschnitt?

R Aufgabe A16 Bestimmen Sie die folgenden Werte. Die Verwendung eines Taschenrechners ist nicht
erlaubt (bzw. nur zur Kontrolle erlaubt). Verwenden Sie die Definition 18.4.2 der Arcus-Funktionen und einen
Einheitskreis (Handskizze, bitte nicht abmessen).

Ab Teilaufgabe d) sind alle Winkel in Radiant anzugeben.

a) arccos(cos(27°)) b) arccos(cos(—27°)) ¢) arccos(cos(207°))

d) arccos(cos(1)) e) arccos(cos(—1)) f) arccos(cos(4))

g) arcsin(sin(1)) h) arcsin(sin(—1)) i) arcsin(sin(4))

j) arctan(tan(1)) k) arctan(tan(—1)) 1) arctan(tan(4))
Und umgekehrt:

m) cos(arccos(0.4)) n) sin(arcsin(0.4)) o) tan(arctan(0.4))

# Und noch etwas zum Denken (hierbei sind die reellen Zahlen o € [0, %], s € [0, 1], t € R beliebig):

p) arccos(sin(a)) q) cos(arcsin(s)) r) tan(arcsin(s)) s) sin(arctan(t))
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—— Merke 18.4.5

Jede trigonometrische Funktion macht die zugehorige Arcus-Funktionen riickgingig:

cos(arccos(z)) =z fiir alle x € [—1,1] (sonst nicht definiert)
sin(arcsin(z)) = fiir alle z € [—1, 1] (sonst nicht definiert)
tan(arctan(x)) = fiir alle x € R

Jede Arcus-Funktion macht die zugehorige trigonometrische Funktion riickgéngig, falls der Winkel x im
«richtigen» Intervall liegt:

arccos(cos(z)) = z fiir alle x € [0, 7] = [0°, 180°]
arcsin(sin(z)) = x fir alle x € [-F, 5] = [-90°,90°]
arctan(tan(x)) = fir alle z € (=5, %) = (—=90°,90°)

Liegt der Winkel nicht im «richtigen» Intervall, so muss man etwas nachdenken: Beispielsweise gelten
arccos(cos(330°)) = arccos(cos(—30°)) = arccos(cos(30°)) = 30° oder arcsin(sin(123°)) = arcsin(sin(90° +
33°)) = arcsin(sin(90° — 33°)) = arcsin(sin(57°)) = 57°.

18.4.6 (Graphen der Arcus-Funktionen).

Wenn man die gepunktet gezeichnete Kosinusfunktion nur auf y A
dem Intervall [0, 7] betrachtet (roter Graph), so wird jeder Wert 0
zwischen —1 und 1 genau einmal angenommen. Diese Tatsache \
wird in der Definition der Umkehrfunktion arccos entscheidend \\
verwendet. {COS
Der Graph der Umkehrfunktion arccos ist in blau eingezeichnet. 1
Er entsteht aus dem roten Graphen durch Spiegelung an der L
hellgrau eingezeichneten ersten Winkelhalbierenden z = y. N R
I \\ 4 T
y Rardsin Wenn man die gepunktet gezeichnete Sinusfunktion nur auf dem
. ; Intervall [—-2-, 2] betrachtet (roter Graph), so wird jeder Wert
sin [ zwischen —1 und 1 genau einmal angenommen. Diese Tatsache
; . wird in der Definition der Umkehrfunktion arcsin entscheidend
’ y ! verwendet.
REOHE mt £ Der Graph der Umkehrfunktion arcsin ist in blau eingezeichnet.
- Er entsteht aus dem roten Graphen durch Spiegelung an der hell-
grauen ersten Winkelhalbierenden.

Ahnlich nimmt die Tangensfunktion tan auf dem Intervall [f%, %] jede reelle Zahl genau einmal als Wert
an. Thre Umkehrfunktion arctan ist in blau eingezeichnet und entsteht aus dem roten Graphen durch Spiegelung

an der ersten Winkelhalbierenden.

) // arctan
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18.5 Sinussatz

— Satz 18.5.1 Sinussatz

In jedem Dreieck ABC mit Umkreisradius R und Fliche F' gilt &

A
In Worten ist also das Verhéltnis jeder Dreiecksseite zum Sinus des ge-
geniiberliegenden Winkels konstant und stimmt mit dem Durchmesser
des Umbkreises liberein. (etzte Gleichung nicht in Worten erklirt)

Beweis. Abgesehen von der Aussage iiber den Umkreisradius folgt alles aus der trigonometrischen Flachenformel

(Satz 18.3.2):&

Nun zu der Behauptung iiber den Umkreisradius. Dazu verschiebe man
einen Dreieckspunkt auf «seinem Umkreisbogen» so, dass eine Seite des neu
entstehenden Dreiecks durch den Mittelpunkt M des Umbkreises verlauft
(dies ist stets moglich; warum?). In der Skizze wurde der Punkt A auf den
Punkt A’ verschoben. Wir erkliren den Rest des Beweises in diesem Fall
(sonst Punkte umbenennen).

Nach dem bereits bewiesenen Teil des Sinussatzes, angewandt auf des Drei-

eck A'BC, gilt &

19. Mérz 2025 14 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

Mathematik 2gNP
@ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

Trigonometrie

18.5.2. (Sollte man mal sagen ...:) Wir betrachten nur nicht-entartete Dreiecke, also solche Dreiecke, deren drei Seiten positive Léinge haben und deren drei Winkel im
Intervall (0°,180°) liegen. Fiir solche Dreiecke ist der Sinus jedes Winkels positiv (und von Null verschieden), was iibrigens bereits im Sinussatz implizit vorausgesetzt ist.

Dreiecksberechnungen mit dem Sinussatz

Beispiel 18.5.3. Berechne alle fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks ABC mit a = 37.2, § = 72.2°,
~v = 40.4°. Bonus: Umkreisradius und Flédche berechnen.

Typ der Dreiecksberechnung: &

18.5.4. Die folgende Aussage ist wohl jedem intuitiv klar. Aus Platzgriinden ist sie bereist hier aufgeschrieben,
damit das néchste Beispiel auf eine Seite passt.

— Folgerung 18.5.5

Sind @ und b zwei Seiten eines beliebigen Dreiecks mit gegeniiberliegenden Winkeln o und 3, so gilt
a<b <= a<p

Dies bedeutet: In jedem Dreieck liegt die langste/mittlere/kiirzeste Seite gegeniiber des
grossten/mittleren /kleinsten Winkels.

18.5.6. Beweis nicht in Lektion erklért, aber der Vollstandigkeit halber aufgeschrieben. Man kann die Aussage auch elementar beweisen; dann wohl am einfachsten o < 3 == a < b zeigen, was alles andere impliziert.

Beweis. Die Teilaussage —— = o des Sinussatzes ist dquivalent zu -4 = Smte).

Daraus folgt
sin(a)

sin(B)

a<b % <1 <1 <= sin(a) <sin(B)
Behauptung 1: Aus sin(a) < sin(8) folgt a < 3.
Gelte sin(a) < sin(8).
o Fall 1: 0 < o < 90° (also v spitzer oder rechter Winkel).
Aus der Definition des Sinus am Einheitskreis folgt a < 8 wie gewiinscht (und auch 3 < 180° — a).
o Fall 2: 90° < a < 180°
Aus der Definition des Sinu

also o stumpf).
s am Einheitskreis folgt 180° — a < # (und auch 8 < a). Addiert man auf beiden Seiten a, so gilt 180° < a+ 8. Aber a + 8 < a + 8+ = 180° (Winkelsumme im Dreieck), also Widerspruch
180° < @+ < 180°. Der Fall 2 tritt also nic ein (falls sin(a) < sin(3)).
Behauptung 2: Aus a < 3 folgt sin(a) < sin(3).
Wir nehmen an, dass a < § gilt. Wenn sin(a) < sin(8) nicht gilt, also sin(8) < sin(a) gilt, folgt aus der bereits bewiesenen Behauptung 1, dass 8 < a gilt. Dies widerspricht unserer Annahme a < 3. Also muss sin(a) < sin(3)
m]

gelten.
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Beispiel 18.5.7. Berechnen Sie alle fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks ABC mit o = 25°, a = 4,

b=6.
Typ der Dreiecksberechnung: &

Zusatz: Diskussion der Losbarkeit in Abhéngigkeit von a (bei fixiertem « und b wie oben):&

R Aufgabe A17 Berechnen Sie jeweils die fehlenden Winkel und Seitenlédngen des Dreiecks ABC' aus den

angegebenen Werten.

(a) b=15.33, « = 68.4°, v =35.3°
(b) b=123.2, ¢ =36.7, § = 36.4°
(¢c)a=7,b=1, =10°
(d)

o

b = 2 B8 =30° (Kommentar‘?)
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18.5.8. Noch offen ist die Dreiecksberechnung aus zwei Seiten und dem dazwischenliegenden Winkel (sws) bzs.
aus drei Seiten (sss). Diese geht am einfachsten mit dem Kosinussatz.

— Satz 18.5.9 Kosinussatz

In jedem Dreieck ABC' gelten &

18.5.10. Der Kosinussatz gilt fiir allgemeine Dreiecke. Im Spezialfall, dass das Dreieck rechtwinklig ist, spezia-
lisiert diejenige der drei Gleichungen, in denen cos(90°) = 0 vorkommt, zum Satz des Pythagoras. Mit anderen
Worten: Der Kosinussatz verallgemeinert den Satz des Pythagoras.

Beweis. Wir zeigen die erste der drei Identitédten; die anderen beiden folgen dann per Umbenennung der Seiten
und Winkel. Sei h. die Hohe iiber ¢ mit Fusspunkt F. Wir miissen im Beweis kurzzeitig zwischen den beiden
Féllen unterscheiden, dass der Winkel « spitz oder stumpf ist.

¢ C

Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck F'BC' liefert &

Wir berechnen zunéchst h, und BF.

Fall 1: 0° < o < 90°: Fall 2: 90° < ar < 180°:

SOH und CAH im rechtwinkligen Dreieck SOH und CAH im rechtwinkligen Dreieck ACF
AFC liefern & und trigonometrische Identitéaten liefern &

AN
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Beispiel 18.5.11. Berechnen Sie alle fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks ABC mit a = 4, b = 5,
c="7.5. Typ: &

AN

18.5.12. Der Arcus-Kosinus arccos liefert Winkel im Intervall [0°, 180°].
Dies ist vorteilhaft bei Dreiecksberechnungen, denn Winkel von Dreiecken liegen stets in diesem Intervall.

(Beim Sinussatz-Beispiel 18.5.7 mussten wir den zweiten Winkel «von Hand» finden, denn der Arcus-Sinus
liefert Winkel im Intervall [—90°,90°].)

Beispiel 18.5.13. Berechnen Sie alle fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks ABC mit a = 6, b = §,
v="70° Typ: &

Zusatz: Diskussion der Lange von ¢ in Abhéngigkeit von ~ (fiir fixiertes @ und b):&

R Aufgabe A18 Berechnen Sie jeweils die fehlenden Winkel und Seitenlédngen des Dreiecks ABC' aus den
angegebenen Werten.

(a) a=67.4,b=49.8, c =776
(b) b= 169, c = 409, o = 117.7°,

R Aufgabe A19 Beweisen Sie: In jedem Parallelogramm stimmt die Summe der Quadrate der vier Seiten
mit der Summe der Quadrate der Diagonalen iiberein.

Hinweise: Skizze des Parallelogramms inklusive Diagonalen erstellen. Welche Gleichung ist zu zeigen?
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Sinus- und Kosinussatz gelten fiir beliebige Dreiecke.

Der Sinussatz eignet sich besonders gut zur Berechnung der Seiten eines Dreiecks, wenn zwei (und damit drei) Winkel und eine Seite bekannt sind.

Der Kosinussatz eignet sich besonders gut zur Berechnung der Seiten eines Dreiecks, wenn mindestens zwei Seiten bekannt sind (und die dritte Seite oder ein Winkel).
Gute Empfehlung (?): Falls nur ein Winkel bekannt, so Kosinussatz! (Beachte: Arcuskosinus liefert automatisch den richtigen Wert.)

18.6 Anwendungen von Sinus- und Kosinussatz

R Aufgabe A20
(Vektordiagramm; Kréfte bei einem Sturz beim Klettern)

Bei einer Ausgleichsverankerung im Fels wird die Sturzkraft auf den Sicherungspunkt Haken

S auf zwei Felshaken verteilt. Haken
Welche Krafte I} und F; erfahren die beiden Felshaken bei einem Sturz mit F' = 8 kN

(maximal moglicher Fangstoss) in der abgebildeten Sitation mit o = 32° und § = 41°7

Bemerkung: Die Kraft F ist ein Vektor (hat also eine Lénge und Richtung). Die Lénge g
|F'| dieses Vektors schreibt man tiblicherweise als F'. i

Sl

R Aufgabe A21
(Vektordiagramm)

Eine Féhre mochte einen Fluss mit der Geschwindigkeit v = 8m/s (beziiglich
des Ufers) und einem Kurswinkel o = 20° iiberqueren. Der Fluss hat die
Stromungsgeschwindigkeit f = 3m/s.

Welche Geschwindigkeit w (beziiglich des Wassers) und welchen Vorhaltewinkel
(beziiglich der gewiinschten Fahrtrichtung) muss der Steuermann wéhlen?

(Man nehme hierbei vereinfacht an, dass der Fluss tiber die ganze Breite mit
derselben Geschwindigkeit fliesst. Die gestrichelten Linien im Bild sind parallel
bzw. senkrecht zum Flussufer.)

Bemerkung: Ahnlich wie bei der vorigen Aufgabe bezeichnet v die Linge |0] des
Vektors 7, und analog fiir die anderen Geschwindigkeit(svektor)en.

R Aufgabe A22
Hohenmessung aus der Ferne

Von einer horizontalen Linie AB der Linge AB = 35m werden die
Winkel a@ = 85° und 8 = 64° zum Fusspunkt F eines Turms bzw. die
Hohenwinkel v = 42° und 6 = 39.1° (zur Kontrolle) zur Spitze S eines
Turms gemessen. Das Dreieck ABF' ist horizontal und senkrecht zur
Turmhéhe h = FS.

Berechnen Sie die Hohe h des Turms.

B

R Aufgabe A23 Partielle Sonnenfinsternis

Von der Erde aus erscheinen Sonnen- und Mond als gleich grosse Scheibe.

Bei einer Sonnenfinsternis bedeckt die Mondscheibe die Sonnenscheibe so, dass
75% des horizontalen Sonnendurchmessers von der Mondscheibe verdeckt sind,
vgl. Skizze. Die Mittelpunkte der Scheiben sind eingezeichnet.

Welcher Prozentsatz der Sonnenscheibenfliche wird von der Mondscheibe be-
deckt?

Sonne Mond
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18.7 Ubungen zu Sinus- und Kosinussatz

R Aufgabe A24

Ein Satellit, der sich 10°m {iber der Erdoberfliche befindet, wird von einem Beobach- Satellit
ter aus unter einem Zenitwinkel von « = 55° gesehen (Zenitwinkel = Winkel zwischen
dem Lot und der Verbindungsstrecke Satellit-Beobachter, siche Abbildung).

Wie weit ist er zu dieser Zeit vom Beobachter entfernt? (Erdradius R = 6.37-10m)

Lot

Beobachter

Erdmittelpunkt

R Aufgabe A25

Flugzeug z Aus einem in konstanter Hohe fliegenden Flugzeug erblickt man die
‘ gleich hoch gelegenen Orte A und B in derselben Richtung unter den
Tiefenwinkeln o = 43.1° und 8 = 27.6° (siehe Zeichnung). Der Abstand
der beiden Orte betrigt AB = 1350 m.
Wie hoch tiber A und B fliegt das Flugzeug? (Angabe als Formel in «,
B und AB und als Zahl)

R Aufgabe A26
Von einem Dreieck ABC sind a = 30° und 8 = 45° bekannt.

In welchem Verhéltnis wird seine Fliche durch die Winkelhalbierende w., geteilt?

R Aufgabe A27
Berechnen Sie jeweils den Umkreisradius und den Fliacheninhalt des Dreiecks ABC' aus den gegebenen Daten.

(a) a=5.5¢cm, f=56° ~v=>52°
(b) a=b=13cm, v=37°

R Aufgabe A28 In Beispiel 18.5.7 haben wir die folgende Aufgabe mit dem Sinussatz gelGst:
Berechnen Sie alle fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks ABC mit a« = 25°, a = 4, b = 6.
Losen Sie dieselbe Aufgabe nun mit dem Kosinussatz (und ohne den Sinussatz).

Hinweis: Wenn Sie eine quadratische Gleichung l6sen miissen, sind Sie vermutlich auf dem richtigen Weg. Wenn
Sie nur die Losung sehen wollen, aber nicht den Losungsweg: siehe Beispiel 18.5.7.

«¢®

A Wie kann man die allgemeine «Diskussion der Losbarkeit» am Ende von Beispiel 18.5.7 mit Kosinussatz und
Mitternachtsformel erklédren? Nehmen Sie dabei einfachheitshalber an, dass 0° < o < 90° gilt.

R Aufgabe A29 In einem Kreis mit Radius R ist eine Sehne der Lénge s eingezeichnet. Wie gross sind die
Peripheriewinkel tiber dieser Sehne?

R Aufgabe A30 Wie folgt CAH (= «cosine equals adjacent divided by hypotenuse») aus dem Kosinussatz?
Betrachten Sie (beispielsweise) ein rechtwinkliges Dreieck mit oz = 90°.

K Aufgabe A31 Der Sinussatz gilt fiir allgemeine Dreiecke. Welche (wohlbekannten) Aussagen liefert er,
wenn das Dreieck rechtwinklig ist? Betrachten Sie den Fall, dass o = 90° gilt. (Skizze erstellen!)
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(Einschub wegen des Themas «Transformationen von Kurven» im Schwerpunktfach.)

R Aufgabe A32 Ermitteln Sie den Inhalt des nachfolgenden Merke 18.7.1 mit Hilfe der Zeichnung.

Hinweise:

e Die Koordinaten des gedrehten Punkte D, (P) konnen durch z, y, cos(«) und sin(a) (und elementare

Rechenoperationen) ausgedriickt werden.
o Uberlegen Sie sich zunéchst, welche Koordinaten D, (P;) und D, (P,) haben.

yl iy
_______ h= <2> x j (;)
Da(P, y) ¢
. -
- Ol

Wir schreiben hier etwas nachléssig Punkte als Vektoren.

—— Merke 18.7.1 Drehung eines Punktes um den Ursprung um einen Winkel

Sei « ein beliebiger Winkel. Wir bezeichnen mit D, die Drehung um den Ursprung des Koordinatensystems
um den Winkel a. Die Drehung eines Punktes @ wird als D, (Q) geschrieben.

T
Die Drehung eines beliebigen Punktes P = (y) um « hat die folgenden Koordinaten:

Do(P) =

18.7.2. Die Formel fiir den gedrehten Punkt kann ich nicht direkt auswendig. Was man aber langfristig aus-
wendig konnen sollte (insbesondere als Physiker), ist die Drehmatrix zu « und die Definition der Matrix-
Vektor-Multiplikation (oder allgemeiner der Multiplikation von Matrizen).

—— Definition 18.7.3 Matrix-Vektor-Multiplikation
Die Multiplikation einer 2 x 2-Matrix mit einem Merkhilfe: «erste Zeile mal Vektory,

2-Vektor ist wie folgt definiert. &, «zweite Zeile mal Vektor»: &,
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R Aufgabe A33

Die Winkelhalbierende eines Dreiecks ist 4.8 cm lang. Sie teilt die dem geteilten Winkel gegeniiberliegende Seite
in zwei Abschnitte der Langen 6 cm und 4 cm.

Bestimmen Sie die Lingen der beiden tiibrigen Seiten.

R Aufgabe A34

Im ebenen Geliinde wurde s = AB = 92 m vermessen (siehe Zeichnung). Die Punkte P

P und Q sind unzuginglich, so dass z = PQ nicht direkt gemessen werden kann. x Q
Um x zu bestimmen, wurden die Winkel a; = 61°, ay = 36°, 81 = 94.4° und

B2 = 65.5° gemessen.

Bestimmen Sie .

R Aufgabe A35

Beschriftung d in Zeichnung war falsch. Ausserdem den Winkel 3 in Zeichnung
erganzt.

Ein Sehnenviereck ABCD hat die Seiten ¢ = AB =5 und ¢ = CD = 4.3, die
Diagonale e = AC = 5.4 und den Winkel 8 = 94° bei B.

Berechnen Sie die Seiten b = BC und d = AD und den Winkel « bei A.

R Aufgabe A36

In einem gleichschenkligen Trapez sind die Parallelseiten a = 5, ¢ = D c C
3.25 und die Diagonale e = 4.5 gegeben.

Berechnen Sie den Schenkel b und den Winkel « formal und nume-
risch.

R Aufgabe A37

Ein Flugzeug tiberfliegt die Schweiz mit 600 km/h Eigengeschwindigkeit (in Bezug auf die umgebende Luft) in
exakter Ostrichtung. In seiner Flughthe weht ein starker Wind von genau 150 km/h aus Siidwest.

Bestimmen Sie den Kurs, den der Pilot fiir den 350 km langen Uberflug wihlen muss, und die Zeit, die das
Flugzeug fiir den Uberflug benotigt.

R Aufgabe A38

(a) Uberzeugen Sie sich, dass die Kreissegmentflichenformel in Merke 18.7.4 fiir die Winkel o € {0, 5T, %77
27} und allgemeines r die richtigen Ergebnisse liefert (Handskizzen).

)

(b) Beweisen Sie Kreissegmentflachenformel. (Sie diirfen sich auf den Fall 0 < a < 7 beschrénken.)

Hinweis: Die Fléche fiir den Kreissektor sollten Sie kennen. Verwenden Sie die trigonometrische Flachen-
formel 18.3.2.
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—— Merke 18.7.4  Kreissegmentflichenformel

Ein Kreissegment ist diejenige Teilflache eines Kreises, die von einer Sehne und einem
(der beiden) Kreisbogen tiber dieser Sehne begrenzt wird.

Die Flache F' des Kreissegments zum Zentriwinkel a in einem Kreis mit Radius »
betragt

T2

FKreissegment = 7 ! (O[ - SiH(O[))

Der Winkel « ist hier in Radiant einzusetzen.

R Aufgabe A39

Gegeben ist ein Kreissektor mit Zentriwinkel ¢ (siche Zeichnung).
Berechnen Sie das Verhéltnis fl; der beiden Segmentflachen fiir allgemeines ¢ auf
zwei Arten:

(a) mit Hilfe der Segmentflachenformel;
(b) mit Hilfe von Ahnlichkeit.

R Aufgabe A40

Z5 (a) Berechnen Sie Umfang und Flicheninhalt des
gelben Gebiets in der linken Zeichnung.

6 (b) In der rechten Zeichnung ist ein Quadrat der
Seitenlénge 1 dargestellt. Diesem ist ein Kreis
einbeschrieben. Ausserdem ist ein Viertelkreis
um die linke untere Quadratecke mit Radius 1
eingezeichnet.

Berechnen Sie Umfang und Fliacheninhalt des
tirkisen Gebiets.

18.8 Polarkoordinaten
—— Definition 18.8.1 Polarkoordinaten

Ein Polarkoordinatensystem der Ebene besteht aus einem Punkt, dem sogenannten Pol, einem von
diesem Pol ausgehenden Strahl, der sogenannten Polarachse, und der Festlegung einer Strecke der Léange 1
(meist gegeben durch entsprechende Markierungen auf der Polarachse).

90°

Die Polarkoordinaten eines Punktes P sind dann wie folgt de- o .

finiert.
¢ Die radiale Koordinate rp von P ist der Abstand von P

150°
zum Pol. ’

30°

¢ Die Winkelkoordinate ¢p von P ist der Winkel zwischen
der Polarachse und dem Strahl vom Pol durch P.

180°

v

Meist wahlt man ¢p so, dass 0° < pp < 360° gilt. Eine
Ebenso gute Wahl ist —180° < ¢p < 180°.

Die Winkelkoordinate des Pols wird meist als 0° definiert. a : : o

240° 300°
270°

Schreibweise:

P=(rp,pp)=(r,¢)
Statt radialer Koordinate sagt man auch Radialkoordinate oder Radius oder r-Koordinate.
Statt Winkelkoordinate sagt man auch Winkel oder Argument oder p-Koordinate.
Statt von Polarkoordinaten spricht man auch von Kreiskoordinaten.

Beispiel 18.8.2. Der Punkt P in der Zeichnung hat die Polarkoordinaten P = (rp,pp) = (3,30°) = (3, §).

Beispiel/Motivation: In einer Stadt mit «quadratischem Stadtplan» wie Mannheim sind kartesische Koordinaten, in einer Stadt mit «strahlen- und kreisformigem
Stadtplan» wie Karlsruhe sind Kreiskoordinaten = Polarkoordinaten die naheliegende Wahl.
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18.8.3. Jedes Paar (r, ) aus einer reellen Zahl r > 0 und einem Winkel ¢ legt einen Punkt der Zeichenebene
fest.

Wenn man sich darauf einigt, dass die Winkelkoordinate ¢ im Intervall [0°,360°) (oder im Intervall (—180°, 180°])
liegen muss und dass die Winkelkoordinate des Pols 0° ist, so hat jeder Punkt der Zeichenebene eindeutige Dar-
stellung durch Polarkoordinaten.

Wenn man beliebige Winkel (negative Winkel, Winkel grosser als 360°) zulésst, ist die Winkelkoordinate eines
Punktes nur bis auf ein Vielfaches von 360° = 27 eindeutig.
18.8.4. Werden sowohl ein kartesisches Koordinatensystem als auch ein Polarkoordinatensystem verwendet, so

dient in der Regel der Ursprung als Pol und die positive a-Achse als Polarachse (siche Zeichnung).
Dann gelten fiir die kartesischen Koordinaten (x,y) bzw. die Polarkoordinaten (r, ¢) Y

eines beliebigen Punktes P die folgenden beiden Gleichungen.

cos(p) =& sin(p) = &

R Aufgabe A41 (ohne Taschenrechner)
(a) Bestimmen Sie die kartesischen Koordinaten der folgenden, durch Polarkoordinaten gegebenen Punkte.
A=(1,30°) B =(2,-30°) C = (3,150°) D = (4,1080°)

(b) Was ist in Merke 18.8.5 einzutragen? (Bleistift verwenden)
Testen Sie Thre Formel mit den obigen vier Punkten.

R Aufgabe A42 (ohne Taschenrechner)
(a) Bestimmen Sie die Polarkoordinaten der folgenden, durch kartesische Koordinaten gegebenen Punkte.
P = (17\/§) Q: (_17\/§) R= (1’—\/§) S= (—1’—\/§)

(b) Was ist in Merke 18.8.6 einzutragen? (Bleistift verwenden)
Testen Sie Ihre Formel mit den obigen vier Punkten.

—— Merke 18.8.5 Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesischen Koordinaten

Sind r und ¢ die Polarkoordinaten eines Punktes, so sind seine kartesischen Koordinaten

r=N Y=

—— Merke 18.8.6 Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten

Sind = und y die kartesischen Koordinaten eines Punktes, so sind seine Polarkoordinaten
wenn y > 0 und r > 0;
r=9 =9 wenn y < 0;
wenn r = 0.

Damit die rechte Formel anwendbar ist, ist zuerst r mit der linken Formel zu berechnen. Im mittleren Fall
ist ¢ negativ. Wer einen Winkel > 0° bevorzugt, addiert 360° = 2.

R Aufgabe A43  Gegeben sind zwei Punkte A = (2,20°) und B = (3,35°) in Polarkoordinaten. Berechne den
Abstand AB auf zwei Arten: (1) durch Umrechnung in kartesische Koordinaten; (2) direkt mit dem Kosinussatz.

R Aufgabe A44  Gegeben sind zwei Punkte A = (2, 3) und B = (3, 5) in kartesischen Koordinaten. Berechne
den Winkel <AOB auf zwei Arten: (1) durch Umrechnung in Polarkoordinaten; (2) mit dem Kosinussatz.

# Aufgabe A45 Ein Punkt P hat die kartesischen Koordinaten (z,y) und die Polarkoordinaten (r,¢).

Begriinde, warum tan(%) = -4 gilt. Hinweis: Zentriwinkelsatz.
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18.9 Nachtrag: Kosinus, Sinus, Tangens: Einer von dreien bekannt, restliche be-
rechnen

R Aufgabe A46 Die folgenden beiden Formeln sind hoffentlich wohlbekannt:

sin?(a) + cos?(a) = 1 trigonometrischer Pythagoras

sin(a)

tan(a) = cos(a)

(a) Wenn cos(a) bekannt ist: Wie kann man sin(a)) und tan(a) ausrechnen (eventuell bis auf Vorzeichen)?
Gesucht sind also

e ein Ausdruck fiir sin(«) in Abhéngigkeit von cos(a);

e ein Ausdruck fiir tan(«) in Abhéngigkeit von cos(«);
(b) Wenn sin(a)) bekannt ist: Wie kann man cos(a) und tan(«) ausrechnen (eventuell bis auf Vorzeichen)?
(¢) Wenn tan(a)) bekannt ist: Wie kann man cos(a) und sin(«) ausrechnen (eventuell bis auf Vorzeichen)?

18.10 Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus

Satz 18.10.1 Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus

Fiir alle Winkel o und (3 gelten:

sin(a + B) = sin(a) - cos(3) + cos(«) - sin(f)
cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(«) - sin(fB)

R Aufgabe A47 Plausibitatstest: Kann das obige Theorem stimmen?
Hoffentlich kennst du die Werte der Sinus- und Kosinusfunktion fiir 30° und 45° und 60° und 120°.

Priife ohne Taschenrechner, ob die beiden Formeln in Satz 18.10.1 in den folgenden Fillen gelten:

18.10.2. Der Inhalt des folgenden Merke 18.10.3 ist allgemein niitzlich und wird insbesondere im Beweis der
Additionsformeln mehrfach verwendet.

— Merke 18.10.3

Sind in einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse r und ein anliegender
Winkel a bekannt, so haben die Katheten die aus der Skizze hervorgehen-
den Langen.

Der Grund ist sehr einfach: Entweder SOH-CAH(-TOA) oder: Das gezeich-
nete Dreieck geht aus dem dhnlichen Dreieck mit Hypotenuse 1 durch eine
Streckung mit Streckfaktor r hervor. Letzteres hat laut Definition von Sinus
und Kosinus die Kathetenldngen sin(a) und cos(a).
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Beweis. Wir betrachten die folgende Zeichnung. Dabei ist es wichtig zu verstehen, wie diese Zeichnung entstan-
den ist:

F sin(a + 3) E  sin(a)sin(f) D

(1) Zeichne zuerst das rechtwinklige Dreieck AGE 1] I
mit Hypotenuse [AE] der Liange 1 und Winkel
o+ 8 bei A.

(2) Zeichne dann das rechtwinklige Dreieck AC'E mit
Winkel 8 bei A (Thaleskreis tiber [AE], Winkel /3 sin(f)
abtragen).

(3) Zeichne dann das rechtwinklige Dreieck ABC mit
Winkel « bei A (Thaleskreis tiber [AC], Winkel «

verwenden).

cos(a) sin(3)

cos(a + ) 1

(4) Ergénze die beiden (rechtwinkligen) Dreiecke
CDE und AEF in offensichtlicher Weise (Kathe- ;
ten parallel zu [AG] bzw. [GE]). o sin(a) cos($3)

Wir koénnen alle Strecken in der Skizze aus o und
berechnen: 8

o rechtwinkliges Dreieck AGE (und Rechtecke): & @ G ]
A cos(a) cos(3) B

« rechtwinkliges Dreieck ACE: o rechtwinkliges Dreieck ABC: o rechtwinkliges Dreieck CDE:
ASN AN AN

Daraus folgen &

Dieser Beweis zeigt strenggenommen nur den Fall, dass o > 0° und S > 0° und o + 8 < 90° gelten. Die
anderen Félle konnte man sicherlich mit weiteren dhnlichen Bildern beweisen. Wir verzichten darauf aus zwei
Griinden: (1) In Aufgabe A49 wird ein allgemeingiiltiger Beweis erklért, der mit Drehungen arbeitet. (2) Der
Identitéatssatz tiber holomorphe Funktionen aus der Funktionentheorie zeigt, dass die allgemeine Aussage bereits
aus der soeben bewiesenen Aussage folgt. O

R Aufgabe A48 Anwendungen der Additionstheoreme/Additionsformeln

(a) Hoffentlich kennst du die genauen Sinus- und Kosinuswerte von 30° und 45°.
Zeige mit Hilfe der Additionsformeln, dass

sin(75°) = %(\/6 +V2)
cos(75°%) = %(\/6 -V?2)

(b) Folgere, dass
tan(75°) =2+ /3

Hinweis: Wie kann man den Tangens aus Sinus und Kosinus berechnen?
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(c) Folgere aus den Additionsformeln die «Subtraktionsformelny»
sin(a — B) = sin(a) - cos() — cos(«) - sin(fB)
cos(a — ) = cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(B)

Hinweis: Verwende o — = a+ (—f) und cos(—f) = ... und sin(—f) = .. ..
(d) Folgere aus den Additionsformeln die «Doppelwinkelformeln»

sin(2a) = 2sin(a) - cos(a)
cos(2a) = cos*(a) — sin*(a)

Hinweis: 2a = a + «
(e) Erklare, warum sich die Doppelwinkelformel fiir den Kosinus auch wie folgt schreiben lasst.
(Hinweis: Trigonometrischer Pythagoras)

cos(2a) = 2cos?(a) — 1

Folgere daraus mit der Substitution (= Ersetzung) a = %m die Halbwinkelformel fiir den Kosinus

( x ) 1+ cos(zx)

cos|— ) =4/ ——=

2 2

Bemerkung: Damit konnte man beispielsweise aus cos(30°) = # sukzessive cos(15°), cos(7.5°), cos(3.75°)

etc. berechnen.
(f) Erklare, warum sich die Doppelwinkelformel fiir den Kosinus auch wie folgt schreiben lasst.

cos(2a) = 1 — 2sin’(a)

Folgere daraus mit einer geeigneten Substitution die Halbwinkelformel fiir den Sinus

sin (i) R cos(x)
2 2
(g) # Folgere aus den Additionsformeln fiir Sinus und Kosinus die folgende Additionsformel fiir den Tangens:

tan(z) 4 tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

tan(z +y) =
i;‘; , dann die Additionsformeln fiir Sinus und Kosinus, erweitere den

1 . sin __
o5 (@) 5] und verwende dann wieder - = tan.

Hinweis: Verwende zuerst tan =
Bruch mit

Bemerkung: Es gibt noch viele weitere &hnliche Formeln, siehe etwa Wikipedia: Formelsammlung Trigonometrie.

R Aufgabe A49 Alternativbeweis der Additionsformeln mit Hilfe von Drehungen

(a) Zeichne in einer Handskizze ein
¢ den Punkt P, mit Polarkoordinaten (1, a);
o den Punkt P, mit Polarkoordinaten (1, a + 3).
(b) Welche kartesischen Koordinaten hat P,?
(c) Welche kartesischen Koordinaten hat P,yg?
(d) Wenn Dg die Drehung um den Ursprung um den Winkel 3 ist, warum gilt

Dﬁ(Pa) = Pa+5

(e) Folgere aus dieser Gleichung mit Hilfe der Drehmatrix Dg = C(.)S(b)) —sin(B) die Additionstheoreme.
sin(8)  cos(8)

Hinweis: Merke 18.7.1 oder Definition 18.7.3 auf Seite 21.

Bemerkung: Dieser Beweis hat den Vorteil, dass er fiir alle Winkel o und g funktioniert.
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R Aufgabe A50 Alternativbeweis der Additionsformeln

Seien zwei Winkel o und 8 gegeben. Uber einer (vertikal gezeichneten)
Strecke h = [PF] als Kathete errichte man links ein rechtwinkliges Dreieck
mit Winkel o (bei P) und rechts ein rechtwinkliges Dreieck mit Winkel g
(bei P), siehe Zeichnung.

(a) Beweise das Additionstheorem fiir die Sinusfunktion ausgehend von
der offensichtlichen Gleichheit von Dreiecksflachen

AnpPor = AapPQr + AAPFR

Q P
Vorgehen:

e Alle Fliachen durch die trigonometrische Flachenformel berechnen.
e Nun A einmal durch y und § ausdriicken, einmal durch z und a.
e Durch zy teilen.

(b) Beweise das Additionstheorem fiir die Kosinusfunktion mit Hilfe derselben Zeichnung.
Mogliches Vorgehen:
e Schreibe den Kosinussatz fiir das grosse Dreieck auf und Pythagoras fiir die beiden kleinen recht-
winkligen Dreiecke.

(p+a)?=...

2% =

= ..
« Ersetze in der ersten Gleichung 2% und y? durch die rechten Seiten der beiden unteren Gleichungen.
Lose die erhaltene Gleichung nach cos(a + ) auf. Das Ergebnis sollte wie folgt lauten.
h h
cos(oz—&—ﬁ):—-——ﬂ-i
€z Y r Yy

e Schreibe die vier Quotienten mit Hilfe von SOH-CAH(-TOA) um. Das Ergebnis ist das Additions-
theorem des Kosinus.

® Aufgabe A51 Summe zweier Sinusfunktionen, Summe zweier Kosinusfunktionen («Summen-Produkt-
Formelny)

Fir alle Winkel o und g gelten die folgenden Identitdten (Summen-Produkt-Formeln):

) i) =2 (5o (25

cos(a) + cos(f3) = 2 cos <06;Lﬂ> cos ( < ; P )

Bemerkung: Mit dieser Formel kann man sogenannte Schwebungen in der Musik erkliaren (siehe hoffentlich
spéter).

(a) Fiihre einen Plausibilitdtscheck durch, ob die Identitdten stimmen konnen:
e Stimmen die Identitédten im Fall 8 = «?
¢ Stimmen die Identitdten im Fall 8 = —a?

(b) Beweise die erste Identitidt durch den folgenden Trick:

o Zeige zuerst, dass die folgenden beiden linken Gleichungen dquivalent zu den beiden rechten Glei-
chungen sind.

2
y = agﬁ B=x—y

Hinweis: Gleichungen addieren bzw. subtrahieren.
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¢ Beweise nun die erste Identitéit wie folgt:
Starte mit der linken Seite sin(a) + sin(f).
— Ersetzea=z+yund =z —y.

— Verwende Additions- und Subtraktionsformel fiir den Sinus.
a+p
2

a—

und y = =55,

— Ersetze zuriick x =
(c) Beweise die zweite Identitédt in analoger Weise.
(d) # Zeige, dass die beiden Identititen im Fall 3 = 0 zu den Doppelwinkelformeln (A48.(d)) spezialisieren.

18.11 Wiederholung: Beseitigung von Quadratwurzeln im Nenner von Briichen

>
R Aufgabe A52 (Aufgabe eingefigt, da cinige mit A48.(b) Probleme hatten bzw. recht lange gebraucht haben.)

Beseitige alle Quadratwurzeln im Nenner (durch Erweitern mit der dritten binomischen Formel). Beispiel:

V2 V2B+v2) 3V2 42 73ﬂ+273ﬂ+272+%ﬁ

3-v2  (3-v2)3+v2)  ®-—(v2?2  9-2 7 7

Bemerkung: Statt die Musterlésung anzuschauen, kann man auch per Taschenrechner priifen, ob auf beiden
Seiten dasselbe Resultat herauskommt.

1
d) #
243 @ 14+vV2+V3+6
(a) m Hinweis: Klammere /3 im Nenner aus und beseitige
aus dem Nenner.
/3 V3 aus dem N
(b) e) # Fiir tapfere Umformer: 1
3+5v2 ) P S 14+2v24+3V3+ 6
(c) 4-v2 Hinweis: Erst v/3 ausklammern und aus dem Nen-
2-3 ner beseitigen. Dann V/2 ausklammern und aus dem

Nenner beseitigen.

18.12 Harmonische Schwingungen
Motivation: Mathematische Beschreibung eines Federpendels

18.12.1. Gesucht ist eine mathematische Beschreibung eines Federpendels (https://de.wikipedia.org/wiki/
Federpendel) bzw. genauer ein Ausdruck

y(t) =...
fiir die Hohe (= y-Koordinate) des Massestiicks in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

Video: https://www.youtube.com/watch?v=ZZiE8KbkTuw, zuerst nur das Federpendel beachten.

—— Definition 18.12.2 Schwingung, Periode, Frequenz
o Eine Schwingung (oder Oszillation) ist die wiederholte zeitliche Schwankung eines Systems.

o Periode T einer Schwingung (auch Periodendauer oder Schwingungsdauer): &

e Frequenz f einer Schwingung: &

Frequenzen werden meist in der Einheit Hertz angegeben: &
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Beispiel 18.12.3. Der Kammerton a hat 440 Hz. Konkret bedeutet dies, dass die Saite einer Geige oder die
Membran eines Lautsprechers beim Spielen dieses Tons 440 Mal pro Sekunde schwingt.
18.12.4. Messwerte im Federpendelvideo: Erste Schétzung &

Genauer: Beobachte das System iiber léngere Zeit:

Beobachtungszeit

Anzahl der «Einzelschwingungen» wéahrend der Beobachtungszeit
_Anzahl der «Einzelschwingungen» wihrend der Beobachtungszeit

= =
/ Beobachtungszeit

— Merke 18.12.5

Periode und Frequenz sind Kehrwerte voneinander (= multiplikative Inverse voneinander): &

18.12.6 (Vom Federpendel zur Kreisbewegung). Was zeigt das Video?

o Die Hohe y(t) des Massestiicks stimmt stets mit der Hohe des markierten Punktes auf der gleichmaéssig
rotierenden Scheibe iiberein.

(Im Video ist die Auslenkung der Feder aus der Ruhelage genau der Radius der Scheibe. Die konstante Rotationsgeschwindigkeit der Scheibe
wurde vor der Aufnahme des Videos geeignet gewéhlt.)

Mit anderen Worten: y(t) ist die y-Koordinate eines sich mit gleichméssiger Geschwindigkeit auf einem Kreis
bewegenden Punktes.

Folgerung: &
Man sagt: Die Schwingung des Federpendels ist eine &

Eventuell 1:51 in https://www.youtube.com/watch?v=GgkND_7Kcc8 (evtl. als Vorbereitung zur nachfolgenden Skizze auch 4:36).

—— Definition 18.12.7 Amplitude, Phase

e Die Amplitude § einer
harmonischen  Schwin-
gung ist die Hohe der
Ausschlage iiber der
Mittellinie nach oben
und unten (= Radius
des Kreises).

i \

o Die Phase ¢q einer har-
monischen Schwingung
ist die Verschiebung in
der Zeit (= Startpositi-
on im Kreis als Winkel
zur Zeit t = 0).

Statt Phase sagt man
auch Nullphase.
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18.12.8 (Herleitung der Formel fir y(t)).

Hoffentlich ist mittlerweile klar, das die Hohe y(t) zur Zeit ¢t des Massenstiicks am Federpendel durch eine

Funktion der folgenden Form beschrieben wird. &

Da sich die Kreisscheibe mit konstanter Rotationsgeschwindigkeit % = QT” dreht und zur Zeit t = 0

den Wert g hat, ist &

Folglich ist die gesuchte Hohenfunktion &

Bis jetzt haben wir angenommen, dass unser Massepunkt um seine Ruhelage y = 0 schwingt. Wenn man die
y-Achse anders wahlt, muss man noch einen sogenannten Offset ¢ addieren und erhélt

y(t) =g -sin (27 - f -t + o) +q

18.12.9 (Test unserer Formel gegen das Video). Frequenz f = —-Hz, Phase o = 270° =
Amplitude (geschitzt) § = 8 cm. Es ergibt sich also die Formel

. 1 3 (T 3
y(t)—8-s1n<27r-10.t_|_2.77> —8~sm<5-t—|—2-7r>

_ 3
271'—771',

3
4

Man zeichne diesen Graphen zur Kontrolle beispielsweise mit GeoGebra Classic (oder per https://www.
geogebra.org/classic/u89nmhhm).

18.12.10. Wir haben hier ein idealisiertes Federpendel beschrieben, das unendlich lange mit derselben Ampli-
tude und Frequenz schwingt.

In der Realitét ist die Schwingung eines Federpendels geddmpft durch Reibungskrifte (Luftwiderstand, «innere
Reibung» der Feder). Dass Massestiick pendelt sich mit der Zeit bei der Ruhelage in der Mitte ein.

18.12.11. Viele andere periodische Prozesse sind harmonische Schwingungen und lassen sich durch &dhnliche
(gestreckte und verschobene) Sinusfunktionen beschreiben. Sie werden solche Prozesse in den Aufgaben und in
der Physik kennenlernen.
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Harmonische Schwingungen allgemein

— Merke 18.12.12 Harmonische Schwingung

Eine harmonische Schwingung hingt von vier Parametern ab:
o Frequenz f ¢ (Null-)Phase ¢ und

e Amplitude § o Offset g.
Sie wird durch die Funktion

y(t) =g -sin(2r- f -1+ ¢0) +q

beschrieben, wobei ¢ die Zeit ist (hier ist ¢y in Radiant anzugeben).

Wer lieber das Gradmass statt des Bogenmasses (Einheit Radiant) verwendet, schreibt dies wie folgt:
y(t) =g -sin(360° - f -t + o) + ¢

Wer mag, kann statt der Frequenz f die Periode T = % verwenden und in den obigen Formeln f durch

- L
[ = — ersetzen.

—— Merke 18.12.13 Bestimmung von Amplitude, Periode und Phasen

Bei harmonischen Schwingungen ist es stets zu empfehlen, an einen auf einem Kreis rotierenden Punkt zu
denken, an dessen y-Koordinate man schlussendlich interessiert ist.

Dies ist insbesondere beim Bestimmen der Phase zu empfehlen, wenn der Graph gegeben ist.

T

e

Das Bild zeigt den Graphen von

. 1 T
y(t) =2 sm<27r 3 t+ 3 )
(der Offset ist 0, da die Mittellage die ¢-Achse ist). Blau hervorgehoben ist eine Einzelschwingung (nahe bei
t = 0). Wie man Amplitude und Periode aus dem Graphen abliest, ist offensichtlich.
Die Nullphase erhélt man aus dem Graphen auf eine der folgenden Moglichkeiten:

(1) Zeichne links davon einen Kreis mit Mittelpunkt auf der «Mittellage» der Schwingung und Radius
= Amplitude der Schwingung. Gehe vom Schnittpunkt der y-Achse mit dem Graphen horizontal
nach links zu dem Kreis. Wihle denjenigen Punkt auf dem Kreis in dieser Hohe (meist gibt es zwei
Kandidaten), dessen y-Koordinate den Graphen liefert, wenn er sich im mathematisch positiven Sinne
auf dem Kreis bewegt. Der « Winkel dieses Punktes» ist die Phase .

(2) Schreibe an die «blaue Einzelschwingungy die «offensichtlichen Winkel 0°, 90°, 180° und ermittle den

Winkel bei ¢t = 0.
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18.12.14. Die Winkelgeschwindigkeit (= Rotationsgeschwindigkeit = Drehgeschwindigkeit) unseres
rotierenden Punktes ist

uberstrichener Winkel 360° 2

7r
= = =—=360°f=2m-
¥ dafiir benotigte Zeit T T / mf

Wie angedeutet wird sie in der Physik meist mit dem Buchstaben w (Omega) notiert. Sie wird gemessen in
Radiant pro Sekunde rad/s = 1/s (oder Grad pro Sekunde °/s).

Alle obigen Formeln kann man auch mit w statt f oder T' schreiben: Der Winkel des rotierenden Punktes zur
Zeit t ist p(t) = wt + @p. Seine y-Koordinate ist y(t) = §sin(wt + ¢o) + ¢.
Allgemein gibt die Winkelgeschwindigkeit an, wie schnell sich der Winkel &ndert, wenn sich ein Objekt um eine

Achse (oder im Zweidimensionalen um einen Punkt) dreht.

R Aufgabe A53 Bestimmen Sie jeweils Frequenz, Periode, Amplitude und Phase der folgenden, durch ihre
Graphen gegebenen harmonischen Schwingungen (= Sinus-Schwingungen).

a>1/\/ﬁ/\/\lb)1 ’

P

P

VNV T

1 N A 1 N A
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4

R Aufgabe Ab54 Bestimmen Sie die Funktion(sgleichung)en der Graphen in Aufgabe A53.
Statt die Musterlosung anzuschauen: Zeichnen Sie die Graphen Threr Funktionen zur Kontrolle mit GeoGebra.
R Aufgabe A55 Unten sind die Graphen von harmonischen Schwingungen gegeben. Bestimmen Sie jeweils

die zugehorige Funktionsgleichung (Achtung, der Offset ist nicht Null). Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie
den Graphen Ihrer Funktionsgleichung mit dem Taschenrechner wie unten beschrieben zeichnen.

>

b) ,
T if (\\, 60’/\ ANVER/AL AT
\ 1] | 40

20
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Graphen auf dem TI-nspire: Graphen auf dem TI-92 Plus:
« (HOME], (Graph-Modus) o In den «y = Editor» wechseln: [APPS|, oder
o Uberpriifen Sie, dass der Rechner auf Grad [o]+[w]
(GRAD oder engl. DEG) eingestellt ist. Wenn o Funktion eingeben: Funktionsterm mit x bei y1
nicht: (Menu), und Grafik-Winkel auf Grad eingeben.
(degrees) festlegen und als Standard speichern. e In der «Graph»-Modus wechseln: 7
« Funktionen eingeben: [Menu], 3], (dann oder [ ¢ J+[R .
eventuell mit Pfeiltasten Funktion auswéhlen), e Zoom anpassen mit (und z.B. [ 7], oder
Funktion mit x als Variable eingeben. )

« Eventuell den Zoom anpassen mit [Menu), [ 4 |
(oder manuell).

® Aufgabe A56 Eine Puppe wird an einer Stahlfeder aufgehéngt und in Schwingung versetzt, indem sie
nach unten gezogen und zum Zeitpunkt ¢ = 0 losgelassen wird. Die Puppe pendelt in 2 s auf einer Héhe von
insgesamt 20 cm auf und ab. Bestimmen Sie die Funktion y(t), die die Position (Hohe) der Puppe beschreibt,
wenn die Puppe beim Loslassen Hohe 0 cm hat.

Finden Sie zusétzlich heraus, wie schnell sich die Puppe im obersten und untersten Punkt bewegt (in m/s).

Schwieriger: Wo ist die Geschwindigkeit maximal und wie hoch ist diese? Hinweis: Vergleich mit der Kreisbe-
wegung.

R Aufgabe A57  In guter Niherung kann angenommen werden, dass die Tageslidnge (bzw. deren Abweichung
vom Mittelwert) {iber das Jahr mit einer harmonischen Schwingung beschrieben werden kann. Die Tagesldnge
variiert in St. Gallen zwischen ca. 8 h 25 min am 21. Dezember und 15 h 55 min am 21. Juni.

(a) Bestimmen Sie die Funktion y(¢), die aus der Nummer ¢ des Tages (1. Januar = Tag 1, ¢ = 1) die
Tageslange berechnet.

(b) Berechnen Sie die Tagesldnge an ihrem Geburtstag und vergleichen Sie Thr Resultat mit anderen Quellen
(Internet).

® Aufgabe A58 St. Gallen befindet sich auf 47.42° nérdlicher Breite. Die Aquatorebene ist um 23.44°
gegeniiber der Ekliptik (Umlaufebene der Erde um die Sonne) geneigt.

Ziel der Aufgabe ist, den hochsten Sonnenstandswinkel fiir jeden Tag des Jahres in St. Gallen als Funktion y(t)
des Tages t anzugeben (1. Januar = Tag 1, ¢ = 1). Der Sonnenstandswinkel wird vom Horizont aus gemessen.
In guter Niaherung kann angenommen werden, dass y(¢) durch eine harmonische Schwingung beschrieben wird.

(a) Bestimmen Sie y(t).
Hinweise:

o Was ist der hochste Sonnenstandswinkel in St. Gallen am 21.06.7 (Maximaler Wert von y(t).)
Skizze erstellen; man verwende: Der nordliche Wendekreis befindet sich auf 23.44° nordlicher Breite
(derselbe Winkel wie zwischen Aquatorebene und Ekliptik). Uber jedem Punkt dieses Wendekreises
steht die Sonne am 21.06. mittags genau senkrecht iiber dem Beobachter, d.h. Sonnenstandswinkel
90°.

o Was ist der hochste Sonnenstandswinkel in St. Gallen am 21.12.7 (Minimaler Wert von y(t).)

Man verwende: Der siidliche Wendekreis befindet sich auf 23.44° siidlicher Breite.

(b) Ermitteln Sie, an welchen Tagen im Jahr die Sonne einen Tageshdchststand von 60° hat. (Taschenrechner
erlaubt)

R Aufgabe A59 In der Schweiz und Italien wird der Kammerton (a!, eingestrichenes A) normalerweise
auf 442 Hz gestimmt (442 Schwingungen pro Sekunde; Hz ist das Einheitenzeichen fiir Hertz, die Einheit der
Frequenz, die als «1 durch Sekunde» definiert ist: Hz = %)

Um mit dem Computer einen Ton dieser Frequenz (als harmonische Schwingung) zu erzeugen, wird die Auslen-
kung der Membran eines Lautsprechers durch Auslenkungswerte (Sampling-Werte oder Abtast-Werte) zwischen
—30'000 und 30’000 gesteuert. Pro Sekunde werden 44100 solche Auslenkungswerte berechnet (CD sampling

rate) . Offensichtliche Annahmen dabei: Die Auslenkung erfolgt in gleich grossen Schritten; die Auslenkungswerte werden fiir gleich grosse Zeitintervalle berechnet.
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(a) Bestimmen Sie die Funktion y;(t), die aus der Zeit ¢ in Sekunden den Auslenkungswert berechnet.

(b) Bestimmen Sie die Funktion y2(n), die aus der Nummer n des aktuellen Zeitschritts den Auslenkungswert
berechnet (Zeitschritt n = 0 entspricht der Zeit ¢ = 0s, Zeitschritt n = 44100 entspricht der Zeit ¢t = 1,
etc.).

18.13 Uberlagerung zweier Schwingungen

18.13.1. Bei vielen Phénomenen, in denen harmonische Schwingungen auftauchen, treten Uberlagerungen
solcher Schwingungen auf, beispielsweise wenn zwei Tone gleichzeitig erklingen oder wenn sich Wasserwellen
iiberlagern. Auch bei «Noice cancelling»-Kopfhorern wird dies in gewisser Weise verwendet.

Uberlagerungen zweier Schwingungen derselben Frequenz

# Aufgabe A60 Arbeiten Sie in 2er- oder 3er-Gruppen zusammen!

a) Untersuchen Sie die Summe h(z) = f(x) + g(z) mit f(z) = sin(z) und g(x) = sin(¢ + =), wobei ¢ je nach
Gruppe ein anderes Vielfaches von 45° sein soll.

b) Fassen Sie die beiden Schwingungen als y-Koordinaten von Punkten Py und P, auf, die sich mit konstanter
Geschwindigkeit auf einem Kreis bewegen. Wie hingen die beiden Kreisbewegungen zusammen (Radius,
Periodenléange, Frequenz, « Winkel dazwischen»)?

¢) Anstatt nur die Summe der y-Koordinaten zu betrachten, betrachten Sie den Punkt Py, der als Koordi-
naten die Summe der Koordinaten von P, und P}, hat (Vektoraddition). Was fiir eine Bewegung fithrt der
Punkt P, aus?

d) Berechnen Sie aus ¢ (= der Phase von g) die Phase von h.
e) Berechnen Sie aus ¢ (= der Phase von g) die Amplitude von h.
f) Fir welche Winkel ¢ ist die Amplitude von h genauso gross wie die Amplitude von f und g?

# Aufgabe A61 Die Stromversorgung in Europa basiert auf Wechselstrom mit einer Frequenz von 50
Hz und einer Amplitude von ca. 310 V (daraus resultiert ein «Gleichstroméquivalent», auch «Effektivwert»

genannt, von % ~ 219.20V =~ 220V, das normalerweise angegeben wird, vgl. https://de.wikipedia.org/

wiki/Effektivwert#Sinusf/,C3%B6rmige_Spannung).

Dieser Wechselstrom wird in 3 sogenannten «Phasen» geliefert, deren Namen von der Phasenverschiebung um
je 120° herriihrt. Normalerweise wird eine Phase und ein Nullleiter verwendet, um 220-Volt-Geréte zu betreiben
(der Nullleiter ist letztlich mit der Erde verbunden). Gerite, die grossere Spannungen bendtigen, wie z. B.
Kochherde, werden an zwei Phasen angeschlossen. Relevant ist dann die Differenz der Spannungen dieser zwei
Phasen.

(a) Bestimmen Sie die Funktion U(t), die die Spannung in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ (in Sekunden) fiir eine
Phase beschreibt.

(b) Um welchen Faktor ist die Amplitude grosser, wenn man statt einer Phase zwei Phasen kombiniert (d.h.
die Differenz bildet)?

(c) Das Gleichstroméquivalent wéchst mit demselben Faktor. Auf welches «Gleichstroméquivalent» kommt
man dann bei zwei Phasen?

19. Mérz 2025 35 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://de.wikipedia.org/wiki/Effektivwert#Sinusf%C3%B6rmige_Spannung
https://de.wikipedia.org/wiki/Effektivwert#Sinusf%C3%B6rmige_Spannung
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 2gNP
Trigonometrie — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

18.14 Losungen
Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricks», zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

R Losung zu Al ex-trigo-werte-messen

(a) cos(55°) =~ 0.5736, sin(55°) ~ 0.8192, cos(290°) =~ 0.3420, sin(290°) ~ —0.9397, cos(—190°) ~
—0.9848, sin(—190°) ~ 0.1736, cos(380°) ~ 0.9397, sin(380°) ~ 0.3420.

(b) selbst

(c) tan(h5°) =~ 1.4281, tan(290°) ~ —2.7475, tan(—190°) ~ —0.1763, tan(380°) & 0.3640.

(d) Es gibt zwei Punkte auf dem Einheitskreis mit y-Koordinate 0.8. Die entsprechenden Winkel sind ungeféhr
53° und 127°. Zu diesen Winkeln kann beliebig oft 360° addiert oder davon subrahiert werden. Die
Losungen sind also

a =53°+ k- 360° oder a=127° 4+ k- 360° fiir beliebiges k € Z

Auf dem Taschenrechner 16st man solve(sin(x)=0.8,x) und erhalt
2 =360 - (ny +0.147584) or x = 360 - (ny + 0.352416). Ausmultipliziert erhilt man das obige Resultat.

(e) a~101.5° + k- 360° oder « = 258.5° + k - 360° mit k € Z.

(f) a=~116.6° + k- 180°. (Alle Winkel «mit Steigung» —2).

(g) Gar keine. Die Cosinus- und Sinusfunktion liefern nur Werte zwischen —1 und +1 (inklusive), denn dies
sind die maximalen z- bzw. y-Werte eines Punktes auf dem Einheitskreis.

%Lﬁsung zu A2 ex-spezielle-winkel

Fiir 30° ist das Stiitzdreieck ein 30°-60°-90° Dreieck und damit sin(30°) = -1, cos(30°) = /-3 = % und
oy— 1 _ V3

tan(30°) = 5T 3

Fiir 45° ist das Stiitzdreieck ein 45°-45°-90° Dreieck und damit sin(45°) = /4 = % = %, cos(45°) = %

und tan(45°) = 1.
0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330°
V3 V2 1 V2 V3 V3
S 0 -5 -5 —% -1 ——5 -5
1 3 V2

2 2

cos(a) 0 L

V2
2
V2

2

[\v] D=
o

y V2
sin(a) 0 2

1 1
2 2 2
tan(a) 0 4% 1 V3 nd —v3 -1 - 0 B

In der obigen Tabelle steht «n.d.» fiir «nicht definiert» (vertikale Geraden!).

V2
1 V2

0 -5 -5
1

-
Sl

2
3 VAR
2 2

*Lﬁsung zu A3 ex-fuenfeck-zeichnen
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(a) Die Eckpunkte sind

A = (cos(0°),sin(0°)) = (1,0)

B = (cos(72°),sin(72°))

C = (cos(144°),sin(144°))

D = (cos(216°),sin(216°)) = (cos(—144°), sin(—144°))
E = (cos(288

(b) Die Koordinaten aller Punkte mit 4 multiplizieren. Man erhélt (Ergebnis durch untiges Python-Programm
erzeugt, das auch gleich eine Zeichnung erstellt):

(4.00, 0.00)
(1.24, 3.80)
(-3.24, 2.35)
(-3.24, -2.35)
(1.24, -3.80)

(¢) Die gesuchten Eckpunkte sind

<cos(k~ 360 >,sin(k:~ 360 )> firk=0,1,2,...,n—1
n n

from math import simn, cos, pi
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

n =25
r = 4
x_koordinaten = []
y_koordinaten = []
for i in range(mn):
x = r*cos(i*2*pi/n)
y = r*sin(i*2*pi/n)

print (£"({x:.2f}, {y:.2€£}H)")

x_koordinaten.append (x)

y_koordinaten.append(y)
x_koordinaten.append (r)
y_koordinaten.append (0)

xpoints
ypoints

= np.array(x_koordinaten)
= np.array(y_koordinaten)
plt.gca().set_aspect(’equal’)
plt.plot(xpoints, ypoints)
plt.show ()

R Losung zu A4 ecidentitacten-nen

(a) Losung (noch ohne Skizze):

sin(—a) = —sin(«)

)

sin(a) = —sin(—a)

cos(a) = cos(—a)
)

—cos(—a) = —cos(a)

(b) Losung (noch ohne Skizze):

sin(a + 90°) = cos(a) = — cos(a + 180°) = cos(a + 360°)
—cos(a + 90°) = sin(a) = —sin(a + 180°) = sin(a + 360°)

tan(a) = EZ((Z)) sin?(a) + cos?(a) = 1
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R Losung zu A5 ex-grad-radiant
Winkel 7
in 0° 360° 180° 90° 60° 30° 90° 45° 1° 1%?
Grad
(a) =
Winkel
in Ra- 0 2 T 3 kR 6 —5 T 180 1
diant
(b)
180° r
g(r)=r- = — - 180°
7r T
(9) = e
r(g)=g- =
=97 180° T 1800
R Losung zu A6 ex-graphen-sin-cos-tan
a) Sinus: Die horizontalen Linien verbinden jeweils P, mit dem entsprechenden Punkt des Graphen.
sin(a)
b Puose Py P -30° A 30° 60° 00° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360° 390°
Py350 12“\/\\ iz = Piso PO O L
\ - il NG 0.8
VAN ¥ VA4 Vi N 7 06
Pigs5e \/\ \ / /\/ Pp5o :: / \ / 8;1
] af N / 02 @
/| NN AT = ~ 7 0
Pue NCSTINNN pdle + N 7 —0.6
/i I -+ “Ng, P -0.8
Poos 7~ =S Pz A _1
P24l]° 133()[]Q P . .

Kosinus: Die hellgraue Winkelhablierende wird wie folgt genutzt: Gehe von P, vertikal bis auf die hellgraue

Winkelhablierende und dann horizontal nach rechts bis zum dem zugehérigen Punkt (o, cos(ar)) auf dem

Graphen (dessen «z-Koordinate» « ist).

cos(a)
P PiosePa0° Prs —30° ‘ 30°  60°  90° 120° 150° 180° 210° 240° 270° 300° 330° 360° 390°
120° 60°
Prsse Rl e~ —— 1
P i po S P> o N 0.8
Pysoe Pso0 4 NGO / 0.6
Pigso L Piro :: \ / 8421
O IRE= —au o R T e e e
jin=s | iR N 7 —02
Prgse S / \ Pygze | \ / —04
P00 // \\ Ps3q0 T \ / —82
Py Piis i e —~—— I
P24l]° BS()[]Q . P .
PassoPyygel2sse -z z z z L T In 4 3 s Ux 9n lx
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c¢) Tangens: Die hellgraue Tangente wird wie folgt genutzt: Zeichne die Gerade vom Mittelpunkt des Kreises
durch P, ein und gehe zu ihrem Schnittpunkt mit der hellgrauen Tangente. Die «y-Koordinate» dieses
Schnittpunkts ist tan(a) (Steigungsdreieck mit Az = 1). Nun geht man horizontal nach rechts bis zum
zugehorigen Punkt (o, tan(«)) auf dem Graphen (dessen «z-Koordinate» « ist).
Beachte: tan(«) ist nicht definiert fiir « = ..., —=90°,90°,270°,....

Pioge Paoe Phso
0o

tan (o)

—90° —60° —30° A

30°

60°

90° 120° 150° 180° 210° 240° 270°

| | ss

Py 60°
P350 o
135 5 1 / / 08
Prsoe Pspo €L 0.6
Prgse P50 I / / 0.4
—+ / 0.2
P, i | | | | | | | | >
180 0 I I I I I / I I I e}
A8 —0.2
Prgse P15 / I / 04
Paige P_3p / nE / —8 g
Paose L a5 1

Pay

0o
Passopyro s

60°

N

wLﬁSung zu A7 ex-soh-cah-toa-entdecken

~5-\5]'_;6S111’1g ZU A8 ex-trig-im-dreieck-vorwaerts

w3

(SIE]

=IE]

wly

a) aist die Gegenkathete beziiglich des Winkels a. Also % = sin(a) also ¢ = ——- ~ 11.69521760 ~ 11.70.

sin(a)

Die Seite b kann nun entweder mit dem Satz von Pythagoras oder mit dem Tangens berechnet werden

(oder auch mit dem Cosinus): -~ = tan(a) also b =

b) a ist die Ankathete von 3, also cos(f) =

a

C

ta

4 = 10.989909 ~ 10.99.

n(a)

und damit @ = ¢ - cos(f) ~ 1.92836282 ~ 1.928.
b ist die Gegenkathete von 3, also sin(8) = % und damit b = ¢ - sin(8) ~ 2.298133329 ~ 2.298.

c) bist die Ankathete zum Winkel a, also cos(a) = -2 und damit ¢ = —°— ~ 6.10387294 ~ 6.104

cos(a)

Achtung: Wird mit ¢ weiter gerechnet, ist unbedingt das ungerundete Resultat zu verwenden! Ansons-

ten koénnen Rundungsfehler auftreten!
a =+c? —b? = 3.501037 = 3.501.

d) a ist die Ankathete zum Winkel 3, also cos(f) = % und damit ¢ = 55 ~ 3.48689359 ~ 3.487.

tan(8) = 2 also b = a - tan(3) ~ 2.8562960 ~ 2.856.

cos(B)
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DT e
R LOEsung zu A9 ex-trig-im-dreicok-textautgaben-vorwaerts

a) Man betrachtet das rechtwinklige Dreieck mit Hypotenuse parallel zur Flugrichtung und vertikaler (Gegen-)Kathete
a = 1 [in m] und den ihr gegeniiberliegenden Winkel 7°. Gesucht ist die Lénge der horizontalen (An-)Kathete
b (in Metern). Also tan(7°) = -7~ und damit betrégt die Gleitzahl b = () = tanbo) ~ 8.144346 ~

8.144.

Die Gleitzahl ist der Quotient von Ankathete durch Gegenkathete, d.h. die Cotangens-Funktion, denn

. 1 1 Ankathete  Definition des Cot
Gleitzahl = = —Geronkaih = chnition e Totangens Cotangens.
Tangens _Gegenkathete Gegenkathete
Ankathete

Diese Zahl ist fir Gleitschirmflieger sinnvoll, denn sie gibt an, wie weit man horizontal fliegt, wenn man
einen Hohenmeter sinkt.
b) Die Hohe h des Turm ist die Gegenkathete vom Blickwinkel. Gesucht ist die horizontale Distanz, also die

Ankathete d. Damit gilt tan(20°) = - d.h. d = W ~ 2280.40625 ~ 2280 m.

¢) Betrachte das rechtwinklige Dreieck, dass von den Pfeilen ﬁg und ﬁH A und der Verbindung der Spitzen

dieser Pfeile gebildet wird. Leicht iiberlegt man sich, dass der Winkel bei der Spitze des Pfeils ﬁg genauso

gross wie « ist. Folglich gilt sin(a) = I;;*GA , was genau dem gesuchten Verhéltnis entspricht:

LA = 5in(10°) ~ 0.1736481776 ~ 17.36%.
G

R Losung zu A10 cxiaenge-breitenkreis
Sei r der Erdradius. Er lasst sich aus dem Erdumfang U berechnen:

- l _ 40 000 km ~ 6366 km
2 2

(a) Sei s der Radius des St. Galler Breitenkreises. Der Querschnitt der Erde durch die beiden Pole und
St. Gallen zeigt
s =1cos(47°) ~ 4342km

Die Léange des St. Galler Breitenkreises ist also
2ms &~ 27280 km

(b) Die obigen Formeln liefern allgemein als Lange des a-Breitenkreises

27s = 277 cos(a) = 2772L cos(a) = U cos(a)
i

Man kann das auch direkt so erkléren: Der a-Breitenkreis ist #hnlich zum Aquatorkreis mit einem Streck-
faktor (oder Ahnlichkeitsfaktor) cos(a) = Ll(a) Deswegen ist seine Linge das cos(a)-fache der Linge
des Aquatorkreises = Erdumfangs.

R‘Lﬁsung ZU A 11 exrechtwinkliges-dreieck-selbst

(a) selbst zu erledigen
(b) Voriiberlegung/Systematische Vorgehen: Aus SOH-CAH-TOA erhilt man die folgenden Formeln:

b
sin(a) = % sin(3) = -
cos(a) = % cos(f) = %
tan(a) = - tan(g) = —

Nun gilt es, jeweils die richtige Gleichung nach der gesuchten Variablen aufzulésen.
. (Fall 1: Kathete a und ein Nicht-90°-Winkel bekannt)
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— b und ¢ aus a und « berechnen:

tan(a) = — — __ ¢
b ~ tan(a)
sin(o) = £ = c=—"0
o ~ sin(a)
— b und c aus a und [ berechnen:
b = atan(p)
_a
~ cos(p)
. (Fall 2: andere Kathete b und ein Nicht-90°-Winkel bekannt)
— a und c aus b und « berechnen:
a = btan(«)
. b
~ cos(a)
— a und c aus b und 8 berechnen:
b
a =
tan(d)
. b
G
. (Fall 3: Hypotenuse ¢ und ein Nicht-90°-Winkel bekannt)

— ag und b aus ¢ und « berechnen:

a = csin(«)

b = ccos(a)
— a und b aus ¢ und 8 berechnen:

a = ccos(f)
b = csin(f)

(c) selbst zu erledigen
(d) Mit Pythagoras.
(e) (Man beachte, dass a + 8 = 90° gelten muss; insofern geniigt es, einen der Nicht-90°-Winkel anzugeben.)

Nein, denn es gibt unendlich viele rechtwinklige Dreiecke mit diesen Winkeln, die aber alle zueinander
dhnlich sind.

Eines dieser Dreiecke kann man wie folgt konstruieren: Man zeichne eine beliebige Hypotenuse ¢ und trage
die beiden Winkel oo und 8 ab; der Schnittpunkt der offensichtlichen Strahlen ist der Punkte C.

*Lﬁsung zu A12 ex-dreiecksflaeche-aus-sws

(a) Wegen SOH gilt sin(e) = L=, also h. = bsin(a).
Die Flache F ist somit

1 1 1
F = 7chC = —cbsin(a) = -5 -9 -6sin(37°) = 27sin(37°) ~ 16.25

2
Man kann auch mit SOH h, = csin(a) berechnen und erhilt daraus dieselbe Formel F = %bhb =
L sin(a).
(Man kann im Nachhinein natiirlich auch direkt Satz 18.3.2 anwenden und bekommt direkt die obige
Formel.)
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(b) Berechne die Fléche eines Dreiecks mit a =5, b =6 und v = 77°.

Wegen SOH gilt sin(vy) = hb“ , also h, = bsin(7).

Die Dreiecksflache F' ist somit

1 1
F = ?aha = 7absin(7) = 15sin(77°) ~ 14.62

(c) selbst zu beantworten

R‘L'cisung ZU A 13 cx-arcusfunktionen-von-hand
Erklarungen siehe unten.

a) 0° b) 90° c) 0° d) 90°
e) 0° f) 45° g) —90° h) 180°
i) —45° j) 45° k) 120° 1) 60°

Teilaufgaben (a) bis (i) sollten offensichtlich sein.

)
Fiir (j) und (1) berechne man mit Pythagoras die fehlende Seite des hoffentlich offensichtlichen rechtwinkligen
Dreiecks. Bei (j) erhilt man ein gleichschenkliges Dreieck.

Zu (k) und (1): Bekannt ist hoffentlich, dass in jedem 30°-60°-90°-Dreieck die kiirzere Kathete (= die dem
30°-Winkel gegeniiberliegende Kathete) halb so lang ist wie die Hypotenuse. Die Umkehrung gilt aber auch: Ist
in einem rechtwinkligen Dreieck eine der beiden Katheten halb so lang wie die Hypotenuse, so handelt es sich
um ein 30°-60°-90°-Dreieck und die Kathete mit der halben Hypotenusenldnge liegt dem 30°-Winkel gegeniiber.
Beweis: Spiegeln des rechtwinkligen Dreiecks an der anderen Kathete liefert ein gleichseitiges (warum?) Dreieck.

Im Prinzip kann man auch alle Resultate der Tabelle in 18.14 entnehmen, auch wenn dies nicht die erhoffte
Losung ist.

R Losung zu Al14 ccarcusfunktionen-zeichnen
Siehe S. 51 im Formelbuch «Fundamentum in Mathematik und Physik». Beachten Sie, dass dort die Winkel im
Bogenmass angegeben sind.

N T ee
‘k LOSLll’lg zu A15 ex-trig-im-dreieck-textaufgaben-rueckwaerts

a) Die Gleitzahl ist der Cotangens (bzw. der Kehrwert vom Tangens) vom Gleitwinkel. Damit gilt tan(a) =

1 : _ 1 ~ o
0 und damit o = arctan (ﬁ) ~ 1.146°.

b) Machen Sie eine Skizze der Situation und beschriften Sie das entstehende rechtwinklige Dreieck. Daraus

folgt tan(a) = £ und somit o = arctan (2) ~ 63.43°

c¢) Die Steigung ist 0.2, also tan(a) = 0.2. Somit ist o = arctan(0.2) =~ 11.31°.
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d) Das GPS hat offenbar nur die horizontale Distanz gemessen (das, was man auf der flachen Karte messen
wiirde). Der Tachometer aber misst die schriage Distanz. Wenn man als Naherung annimmt, dass die Stre-
cke ein konstantes Gefille hatte und man ein Distanz/Hohen-Diagramm zeichnet, erhdlt man als Niherung

ein rechtwinkliges Dreieck, mit Hypotenuse 8.271 km und Kathete 8.115 km. Fiir den Steigungswinkel gilt:
cos(a) = 2115 und damit o & arccos(0.981) ~ 11.15°. Die Steigung ist also tan(a) ~ 19.7% (man kann

diese Steigung auch per Pythagoras ohne Trigonometrie berechnen).

> T o2
‘X Losung zZzu A16 ex-arcusfunktionen-umkehreigenschaft

a) arccos(cos(27°)) = 27°
d) arccos(cos(1)) =1
g) arcsin(sin(1)) =1
j) arctan(tan(l)) =1

=
~

arccos(cos(—27°)) = 27°

arccos(cos(—1)) =1

arccos(cos(207°)) = 153°

arccos(cos(4)) =2r — 4

o
~

@
=

—
Nas)

arcsin(sin(4)) =7 —4

arctan(tan(4)) =4 — =«

arcsin(sin(—1)) — 1
arctan(tan(—1)) — 1

=
-

—_ e
~— —

o

Und umgekehrt:
m) cos(arccos(0.4)) = 0.4 n) sin(arcsin(0.4)) = 0.4 o) tan(arctan(0.4)) = 0.4

Und noch etwas zum Denken (hierbei sind die reellen Zahlen o € [0, 5], s € [0,1], t € R beliebig):

p) arccos(sin(a)) = 3~ — « q) cos(arcsin(s)) =1 — s?

s) sin(arctan(t)) =

r) tan(arcsin(s)) = —

N .o
R Losung zu A17 cxsinussatz-dreiecksberechnungen

(a) B =176.3°, a=>5.1008, ¢ = 3.1702
(b) v = 69.8389°, oy = 73.7611°, a; = 37.5357
vy = 110.1611°, ap = 33.4389°, a; = 21.5435
(c¢) Keine Losung/Dreieck existiert nicht
(d) a=90°, v=60° c=2v3 (rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse a)

‘)‘(‘Ltisung zZu A]_S ex-kosinussatz-dreiecksberechnungen

(a) o =59.1873°, B = 39.3886°, v = 81.4241°
(b) a = 510.0026, 8 = 17.0612°, v = 45.2388°

R‘L'c'osung zu A19 ex-parallelogrammgleichung

Skizze dem Leser iiberlassen. Die beiden gleich langen, zueinander parallelen Parallelogrammseiten nennen wir a.
Die anderen beiden gleich langen, zueinander parallelen Parallelogrammseiten nennen wir b. Die eine Diagonale
nennen wir d, die andere e.

Wir nennen die beiden gleich grossen, der Diagonale d gegeniiberliegenden Winkel §. Wir nennen die beiden
gleich grossen, der Diagonale e gegeniiberliegenden Winkel ¢.

Dann gilt laut Kosinussatz:

d* = a® 4 b* — 2abcos(9)

e? = a® +b* — 2abcos(e)
Die Summe dieser beiden Gleichungen ist

d* + % = 2a® + 2b* — 2ab(cos() + cos(¢))
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Beachte: Es gilt § + & = 180° (Stufenwinkel). Also cos(g) = cos(180° — §) = — cos(d) und somit

d? + €? = 2a® + 2b? — 2ab (cos(8) + cos(g)) = 2a* + 2b*
[ —

=cos(d§)—cos(d)=0
Man kann dies {ibrigens auch mit Vektorgeometrie und dem Skalarprodukt zeigen.

R Losung zu A20 cettern-kractre-bei-sturz
Wir bezeichnen mit F; die Kraft zum linken Haken und mit F5 die zum rechten Haken.

Habe Dreieck mit Seiten F'; F} und F5, wobei F} gegeniiber von S liegt und F» gegeniiber von «. Der gegeniiber
von F' liegende Winkel ist v = 180° — a — 5 = 107°.

Sinussatz:
F F I3

sin(8) sin(7) sin(a)
Die erste Gleichung liefert

F
= - si ~ 5.49[kN
L= ) ~ 590N
die zweite P
Fy = — -sin(a) & 4.43[kN]
sin(7)

R‘Lﬁsung ZU A 21 ex-fachre-flussueberquerung
Kosinussatz:

w? = f2 +v? — 2fvcos(90° + a)
w = /f2 402 — 2fvcos(90° + a) ~ 9.456[m/s|

Nochmals Kosinussatz:
= w? +v* — 2vwcos(B)

w? + v — f2
p = arccos | —————

~ 17.345°
2vw >

*Lﬁsung zu A22 ex-hoehenmessung
Der Winkel bei F' im Dreieck ABF betragt 180° — a — 8 = 31°. Per Sinussatz konnen wir damit die restlichen
Seiten berechnen:

ey AB
BF = Sln(a) . W
o 35
= sin(85%) - e
~ 67.6975
e AB
AF = SIH(B) . Sin(To)
o 35
= sin(64°) Sn(31%)
~ 61.6975

Da die Dreiecke BF'S und AF'S rechtwinklig sind mit rechtem Winkel bei F', kann man nun die Turmhohe mit
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TOA berechnen (der zuerst berechnete Wert und der Kontrollwert liegen sehr nahe beisammen):
h=FS = tan(y) - AF
=tan(42°) - AF
~ 54.995
h=FS = tan(d) - BF
= tan(39.1°) - BF
~ 55.016

R Losung zu A23 cxparticlle-sonnenfinsternis
Sei r der Radius beider Kreise, S der Mittelpunkt der Sonnenscheibe und M I
der Mittelpunkt der Mondscheibe.

Wir verwenden die Kreissegmentflaichenformel in Merke 18.7.4.

Dazu benétigen wir den Winkel a.

Sei Z die Mitte zwischen S und M.

Im rechtwinkligen Dreieck SZI ist ST = r die Hypotenuse und SZ = %SiM =
& -+ -7 = —r ist die Ankathete bei <(ZSI) = 3. Wegen CAH gilt

(& "
cos(3) == =7
« 1
= = arccos <4>
o = 2arccos (1>
4

~~ 151.045°

Sonne Mond

[
—_

Die tiirkise Fldache ist nach der Kreissegmentformel

2
r .
FKreissegment = 7 : (Oé - Sln(@d))

Der vom Mond verdeckte Bereich der Sonne ist doppelt so gross wie dieses Kreissegment.

Das Verhéltnis dieses Bereichs zur gesamten Sonnenscheibe ist

2F‘Kreissegment - 2. T; ) (Oé B Sil’l(O{))
r? N 2
(a0 — sin(a))
o 71—

~ 0.6850 = 68.50%

R Losung zu A24 cxsatenit
1551.1km

R Losung zu A25 ccaugrous

sin(a) sin(3)AB

= 1599.1
e B 599.1m

‘R‘Lﬁsung ZU A 26 cxverhacltnis-flacchen-winkelhalbierende
Die trigonometrische Flichenformel liefert F; = +aw, sin(1) und F» = --bw, sin(3). Es folgt

2
B gowysin(3)  a simusas_ sin(@) _ sin(30°) 51 V2
B - bw, sin(3) b - sin(B)  sin(45°) % V22
Bemerkung: Die Beziehung % = % folgt auch aus dem Satz iiber die Winkelhalbierende (statt aus der

trigonometrischen Flachenformel.

19. Mérz 2025 35-x https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 2gNP
Trigonometrie — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

DT ee
R Losung ZU A27 cxumkreisradius-und-flaccheninhalt

(a) R =2.8915cm, F = 10.3895 cm?
(b) R = 6.8542cm, F = 50.8534 cm?

R Losung zu A28 cx-sew-mit-kosinussatz
Der Kosinussatz lautet allgemein
a® = b* 4 ¢* — 2bc cos(a)

und liefert fir unsere Werte
16 =36 +c*—2-6-c-cos(25°)

Auf Standardform bringen, um die Mitternachtsformel anzuwenden:

c? —12c0s(25°) -c+20=0

Koeffizient von ¢

12 cos(25°) & /144 cos2(25°) — 80
- 2
_ [8.531416985582
7] 2.344276458858

Die anderen Kosinussatz-Identitdten kénnen nun zur Berechnung der anderen Winkel verwendet werden (oder
einen Winkel damit berechnen und den anderen per « Winkelsumme im Dreieck»:

b2 —a? — 2 140.659 523 495 5°
v’ = a® + ¢ — 2accos — — arccos | ——— 12 ) .
) Pra 2acy o 39.340 476 504 46°
2 2 2 o
2 9, 2 ci,—a’-b 115.659 523 495 54
=a“ + b* — 2abcos = =arccos | = | ~
o beos) e < 2ab ) { 14.340 476 504 46°

« Wir l6sen die Kosinussatz-Gleichung
a® = b + ¢* — 2bccos(a)
nach c¢ auf:

¢* —2bcos(a) c+b*—a?=0

Koeffizient von ¢

2bcos(a) £ \/4b% cos?(a) — 4(b? — a?)
2
2bcos(a) £ 24/b2 cos? () — b2 + a2
2
= beos(a) + /b2 cos?(a) — b2 + a2

= beos(a) £ v/b2(cos2(a) — 1) + a2

)
)
a):l:\/b2—51n )+ a?
)+

C12 =

= bcos(a a? — b2 sin?(a)
« Der Radikand darf nicht negativ sein: a? — b2 sin?(a) > 0.

Dies ist zu a? > b%sin? () dquivalent. Wegen a > 0, b > 0 und sin(a) > 0 ist dies dquivalent zu a > bsin(a).
o Wir nehmen an, dass der Radikand nicht-negativ ist. (Sonst gibt es keine Lésung.)

Da wir 0° < o < 90° annehmen, gilt bcos(a) > 0.

Damit ist sicherlich ¢; = bcos(a) + v/a? — b2 sin(«a) positiv und eine Lésung (falls der Radikant Null ist,
ist dies die einzige Losung).
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Wir untersuchen nun, unter welcher Bedingung ¢ = bcos(a) — v/a? — b2 sin?(a) positiv ist.

beos(a) — y/a? — b2sin?(a) > 0

= beos(a) > y/a? — b2sin?(a) laut Annahme ist die linke Seite positiv, damit Quadrieren .
= b? cos?(a) > a® — b*sin?(a)

= b? cos? () + b2 sin?(a) > a?

= b2 > a? beide Seiten Quadrate positiver Zahlen

= b>a

Fazit:

e a < bsin(a): Keine Lésung (da Radikand negativ)

o a = bsin(a): Genau eine Losung (da Radikand Null)
o bsin(a) < a < b: Genau zwei Losungen

e a > b: Genau eine Losung

(Konnte noch den Fall 90° < o < 180° diskutieren.)

R‘Lﬁsung zu A29 ex-peripheriewinkel-ueber-sehne

arcsin (55 ) und 180° — arcsin (%)

*Lﬁsung zZu A30 ex-kosinussatz-rechtwinkliges-dreieck
Im Fall o = 90° liefert der Kosinussatz wegen cos(a) = cos(90°) = 0 die folgenden Gleichheiten:

a? =b 4
b? = a® + ¢ — 2accos(B)
= a® + b* — 2abcos(y)

Die erste Gleichung ist Pythagoras (da a die Hypotenuse ist).

Setzt man diese Gleichung in die anderen beiden Gleichungen ein und formt um, so erhéilt man cos(8) = <=

bzw. cos(y) = -2, also beide Male CAH.

R‘Lﬁsung ZU A31 ex-sinussatz-rechtwinkliges-dreieck
Wenn o = 90° gilt, so liefert der Sinussatz wegen sin(a) = sin(90°) = 1 die folgenden Gleichheiten:

b c abc
= = = 2 =
“ sin(8) sin(7) R 2F

Die Gleichheit a = Tb(ﬁ) ist gleichbedeutend zu sin(f) = %; das ist SOH (da a die Hypotenuse ist und b die
Gegenkathete von ).

Analog ist die Gleichheit a = ﬁ gleichbedeutend zu sin(y) = -, was ebenfalls SOH ist.

Die Gleichheit a = 2R bedeutet, dass in jedem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse der Umfang des Umkreises
ist (klar nach Umkehrung des Satzes von Thales).

Die Gleichheit a = ;ll’ﬁ ist gleichbedeutend zu F = % und ist die offensichtliche Aussage, dass in jedem

rechtwinkligen Dreieck die Fliche die Hélfte des Produkts der Katheten ist.

Das war etwa als Losung erwartet.

Wer noch weitere Gleichheiten diskutieren mag: —t—— = 2 ist SOH, ebenso —&— = 2R SOH.

s
b

= xm’(ﬁ) kann ich nicht besser erkliren als Kombination der beiden vorigen Gleichungen, beides berechnet die Hypotenuse a = 2R.
% und ﬁ = % ist beides trigonometrische Flichenformel, wenn nach F aufgelést.

4% kann ich nicht besser erkliren (also unabhéngig von Obigem, indem man etwa 2R = a ersetzt).

e
2R =5

19. Mérz 2025 35-xii https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 2gNP
Trigonometrie — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

R Losung zu A32 cxdrehung-um-winkel
Es gilt P = P, + P, (alle Punkte als Vektoren aufgefasst). Diese Beziehung wird beim Drehen erhalten (Drehen
ist mit Summen von Vektoren vertrdglich), d.h. es gilt auch

Da(P) = Da(Pa:) + Da(Py)
Die beiden Summanden rechts sind recht leicht zu ermitteln.

Fallt man von D, (P,) das Lot auf die z-Achse, so erhélt man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse z.
Somit gilt

Do(Py) = (cos(a):c)

sin(a)z

Fallt man von D, (P,) das Lot auf die y-Achse, so erhélt man ein rechtwinliges Dreieck mit Hyptenuse y. Somit
gilt

cos()y

.(py = ()

Folglich gilt
Da(P) = Da( m) =+ Da(Py)

_ {cos(a)x — sin(a)y
= (s + i)

sin(a)x + cos(a)y

R‘Lﬁsung ZU A 33 cx-winkelhalbierende-und-teillaengen
5.6 cm, 8.4cm

R Losung zu A34 cxiaenge-entfernter-strecke
51.15m

%Lﬁsung zu A35 ex-sehnenviereck
b=1.7204, o = 71.1258°, d = 3.5802

R Losung zu A36 ex-trape:
b=+ve? —ac=2, cos(a) = 255, also a = arccos (-%5;%) = 64.0555°

*Lﬁsung zu A37 ex-flugzeug-schweiz-ueberquerung
100.2°, 30.1 min

> T o2
x Losung zu A38 ex-kreissegmentflaechenformel

7,2

7r r? 7r 7r? r?
Fl—)=— (—-1)= - —
( 2 ) 2 ( 2 ) 4 2
= Fléche des Viertelkreises minus Fliache des rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks mit Schenkeln r
r? 7r? ; )
F(r) = -5 (m—0)= 5 = Flache des Halbkreises
3 r? 3 3 r?
Fl=—n)=— (—n—(-1) = —mr? 4+ —
(5m =~ (gr=-(=1))=m+ -
= Fldche des Viertelkreises plus Flidche des rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks mit Schenkeln r
2

F2r) = % - (27 — 0) = 7r? = Fliiche des Vollkreises
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Uberzeugen Sie sich, dass die Kreissegmentflichenformel in Merke 18.7.4 fiir die Winkel @ € {0, 5-,m, %7‘(, %}
und allgemeines r die richtigen Ergebnisse liefert.

(b) Der Kreissektor hat die Fléache
- 2

(6]
FKreissektor = T = - T
2 2

e Im Fall 0 < a < 7 ist davon die offensichtliche Dreiecksfléche abzuziehen; diese ist nach der trigono-
metrischen Flichenformel

2

1 5 .
> sin(a)
e Im Fall 7 < a < 27 ist dazu die offensichtliche Dreiecksflache zu addieren; diese ist nach der trigo-
nometrischen Flachenformel

2

%rz sin(2m — ) = i'r sin(—a) = %rz(f sin(a)) = ——7r*sin(«)

In beiden Féllen erhalten wir als Segmentfléche

1
FKreissegment = % . 72 - 7712 Sin(Oé)
2
= %(a —sin(a))

Dies ist die gewiinschte Formel.

R‘Lﬁsung ZU A 39 cx-kreissektoren-fAacchenverhacltnis
cos? (£-)

> T o2
x Losung zu A40 ex-umfang-und-flaecheninhalt-bogenpolygone

u = 39.4416, F' = 71.5396
u = 2.1828, F = 0.1464

wLﬁSung zu A41 ex-polar-zu-kartesisch

(a)

A = (cos(30°),5in(30°)) = (13, 1)
B = (2cos(—30°), 2sin(—30°)) = (v/3,—1)
C = (3cos(150°), 3sin(150°)) = (—2v/3, 3)
D = (4cos(1080°), 4sin(1080°)) = (4,0)

(b) siehe Lehrerversion

R Losung zu A42 cxrartesisch-zu-polar

(a) Bestimmen Sie die Polarkoordinaten der folgenden, durch kartesische Koordinaten gegebenen Punkte.
P =(2,60°) Q = (2,120°) R =(2,-60°) S =(2,-120°)

(b) siehe Lehrerversion

‘X‘Ltisung zZu A43 ex-abstand-polarkoordinaten

(1) Kartesische Koordinaten der Punkte:
A = (2c0s(20°),2sin(20°)) B = (3cos(35°), 3sin(35°))
Der Abstand ist also

AB = /(2c0s(20°) — 3cos(35°)2 + (2sin(20°) — 3sin(35°)2 ~ 1.186966758
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(2) Kosinussatz: Betrachte das Dreieck aus Ursprung O, A und B. Der Winkel bei O ist 35° — 20° = 15°, die
beiden anliegenden Seiten haben die Léngen 2 und 3. Also ist nach dem Kosinussatz die Lange der dritten
Seite

AB = \/4+9—-2-2-3-cos(15°) ~ 1.186966758

R‘L'cisung ZU A44 cx-winkel-kartesische-koordinaten

(1) Polarkoordinaten: (Ob man den Arcustangens oder den Arcuskosinus verwendet, ist egal; man beachte,
dass die Koordinaten aller Punkte positiv sind.)

A= (V13, arctan(3)) = (v/13, arccos(—=)) B = (34, arctan(2)) = (v/34, arccos(—=))

3
8

Der gesuchte Winkel ist also

<AOB = arctan(3) — arctan(3) = arccos(\/%) - arccos(\/%) ~ 2.72631°
(2) Kosinussatz: Das Dreieck hat die Seitenlingen AB = /5, AO = /13, BO = /34. Der gesuchte Winkel
<AOB liegt gegeniiber der Seite AB. Somit liefert der Kosinussatz

13+34-5

<AOB = arccos | —————
< 2v/131/34

) ~ 2.726 31°

{besung ZU A45 cx-bezichung-kartesische-polarkoordinaten
Betrachte die Punkte E = (1,0) und F' = (—1,0) auf dem Einheitskreis. Der Ursprung sei O. Dann ist <EF P ein
Peripheriewinkel iiber der Sehne E'P mit Zentriwinkel ¢ = <EOP. Aus dem Zentriwinkelsatz folgt <EFP = £.

Setze P, = (x,0). Dann ist das Dreieck F'P, P rechtwinklig bei P, und nach TOA gilt

PP,
tan(£) = —=2 = —2
FP, r+x
R Losung zu A46 cx-cinus-kosinus-tangens-zwei-aus-cins
%Lﬁsung zu A47 ex-additionstheorem-plausibilitaetstest
(a) a=45° und 8 = 45°:
sin(45° + 45°) = sin(90°)
=1 = sin(45°) - cos(45°) + cos(45°) - sin(45°)
VB VI VBB
) 2 2 2
2,2
44
=1
stimmt also
cos(45° 4 45°) = cos(90°)
2 2 2 2
=0 < cos(45°) - cos(45°) — sin(45°) - sin(45°) = V2 V2 V2 V2

2 2 T2 2
-0

stimmt also
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(b) a=30° und § = 60°:

sin(30° + 60°) = sin(90°)
=1
= sin(30°) - cos(60°) + cos(30°) - sin(60°)
L, V3 V3
2 2

2

%‘»—AL\D‘»—
w

4

stimmt also

cos(30° + 60°) = cos(90°)

=0

L cos(30°) - cos(60°) — sin(30°) - sin(60°)
_v3 1 1 V3

2 2 2 2

=0

stimmt also
(¢) a=60° und 8 = 60°:

sin(60° + 60°) = sin(120°)

_ V3
T2
L sin(60°) - cos(60°) + cos(60°) - sin(60°)
_ 1 V3 L V3
2 2 2 2
_ VB
T2
stimmt also

cos(60° + 60°) = cos(120°)
1
T2
L c0s(60°) - cos(60°) — sin(60°) - sin(60°)
11 VBB
T2 2 2 2
I
T4 4
1
T2

stimmt also
(d) @ =30° und g = —60°:
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sin(30° + —60°) = sin(90°)

=1
< sin(30°) - cos(—60°) 4 cos(30°) - sin(—60°)
11 V3 V3
22 2 2
i
4 4
=1
stimmt also
cos(30° + —60°) = cos(—30°)
V3
2
< c0s(30°) - cos(—60°) — sin(30°) - sin(—60°)
_ V3 1 1 —V3
2 22 2
V3
2
stimmt also
wLﬁSung zu A48 ex-additionstheoreme-anwendungen
(a)
sin(75°) = sin(30° 4 45°)

= sin(30°) - cos(45°) + cos(30°) - sin(45°)

1 V2 VB

22 2 2

1
Z(\/6 +?2)
cos(75°) = cos(30° + 45°)

= ¢c0s(30°) - cos(45°) — sin(30°) - sin(45°)

VB VB 1B

2 2 2 2

1
VN
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(b)

tan(75°) =

-2
V6 +v2)(v6 + V2)
V6 —v2)(v6 +Vv2)
6+ 2v6v2 +2
6—2
8+ 212
4
44++/12
2
4+2V3
2

=2+V3

=

(¢) «Subtraktionsformelny

= sin(«) - cos(—/) + cos(a) - sin(—73)
i (8) — cos(a) - sin(B)
cos(a — B) = cos(a+ (—0))
—pB) — sin(«) - sin(—p)
B) + sin(a) - sin(p)

(d) «Doppelwinkelformelny»

sin(2a) = sin(a + @)
= sin(a) - cos(a) + cos(a) - sin(a)
= 2sin(a) - cos(a)
cos(2a) = cos(a + )
= cos(a) - cos(a) — sin(a) - sin(«)
= cos?(a) — sin?(a)
2

(e) Aus dem trigonometrischen Pythagoras 1 = cos? +sin? folgt sin? = 1 — cos?. Damit koénnen wir sin? in
der Doppelwinkelformel des Kosinus durch 1 — cos? ersetzen:

2(a) — sin?(a)

cos(2a)) = cos®(a)
= cos?(a) — (1 — cos?(a))
= cos?(a) — 1 4 cos?(a)

=2cos*(a) — 1
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Nun ersetzen wir darin o = %x und l6sen nach cos(5) auf:

T
S 2 7) = 2 ‘2
COS ( B COs

N—
|
—_

cos(z) = 2 cos®

N N N
N—
|
—_

NEDESIEISTERCIE
~——

1 + cos(z) = 2 cos?

1
Lt oz
1+ cos(z) ( x )
=cos ( —
2 2

(f) Aus dem trigonometrischen Pythagoras 1 = cos? +sin? folgt cos? = 1 — sin?. Damit kénnen wir cos? in

der Doppelwinkelformel des Kosinus durch 1 — sin? ersetzen:

cos(2a) = 1 — sin?(a) — sin’(a)

=1 —2sin?(a)
Nun ersetzen wir darin o = %x und 16sen nach sin(3) auf:
oS (2%) =1 — 2sin? (%)
cos(z) = 1 — 2sin? (%)
2 sin? (%) =1—cos(z)
<in? (i) N cos(x)
2 2
sin (i) _ 1= cos(x)
2 2
()
sin(z + y)
t =
an(z +y) =

S
S

y 1
)sin(Y)) * o5 ety
)

(
Sln(y>) ’ cos(z)lcos(y)

sin(x) + sin(y)

cos(z) cos(y)
_ sin(xz) sin(y)
1 cos(xz) cos(y)

_ tan(x) + tan(y)
1 — tan(x) tan(y)

‘)‘(‘Ltisung zZu A49 ex-additionstheoreme-per-drehungen

R Losung zu A50 cxadditionstheoreme
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(a)

AnpPQr = AapPQF + AAPFR
zysin(a+ ) ==z \}L sin(a) +y \}ﬁ/ sin(8)
=y cos(f) =2 cos(a)
zysin(a + B) = xy cos(B) sin(a) + yz cos(a) sin(B)
sin(a + ) = sin(«) cos(5) + cos(a) sin(B)

(b) Kosinussatz, ausgehend vom Winkel o + :

(p+q)? = 2® +y* — 2zycos(a + ) (18.1)
p? +2pq + ¢* = 2° + y* — 2zy cos(a + ) (18.2)

Nach Pythagoras in den beiden kleinen rechtwinkligen Dreiecke gelten
2?2 = p? 4 h?
vt =%+ h?

Ersetze 22 und y? in Gleichung (18.2) durch die rechten Seiten dieser beiden Gleichungen und l5se die
Gleichung nach cos(a + ) auf.

p° +2pq+q* =p* +h* + ¢* + h? — 2zy cos(a + 3)
2pq = 2h* — 2zy cos(a + )
pq = h* — zycos(a + )
xycos(a + ) = h? — pq

h2
cos(a—i—ﬁ):——ﬂ

Ty Ty

h h
Cos(a+ﬂ):7.7f£ i

T Y r oy
Schreibe die vier Quotienten auf der rechten Seite mit SOH-CAH-TOA um.

h h
colatf) =TTy

= cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)

q

E

R Losung zu A51 cxcummen-trigonometrischer-funktionen

(a) o Fallf=o

sin(«) + sin(a) < 2sin

cos(a) + cos(a) < 2( oto ) ( = )
= 2cos(a) cos(0)

= 2 cos()

Beide Gleichungen stimmen offensichtlich.
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e Fall = —a:

sin(a) + sin(—a) 2 9gin (C)[;a) cos <O‘_§_O‘))

= 2sin(0) cos(«)
=2-0-cos(a)
=0

cos(a) + cos(—a) = 2 cos ( a 5 « ) cos (Of—;—@)>

= 2cos(0) cos(a)
=2-1-cos(a)

= 2 cos(a)

Beide Gleichungen stimmen offensichtlich.
(b)
sin(«) 4 sin(B) = sin(z + y) + sin(z — y)
= sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y) — cos(x) sin(y)
= 2sin(x) cos(y)

= 2sin atp cos L_ﬁ
N 2 2

cos(a) + cos(B) = cos(z + y) + cos(z — y)
= cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) + cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y)

= 2 cos(z) cos(y)

= 2cos o+ f cos «—f
N 2 2

st sin0) =25 (252 Yo (252

— sin(a) = 2sin (%) cos (%)

(d) Fall g =0:
Erste Identitét:

Das ist die Doppelwinkelformel des Sinus, wenn man « = 2x ersetzt.
Zweite Identitét:

cos<a>+COS<0>QC°S(a;0 >C°S< a_())

2
= cos(a) +1 = 2cos (%) cos (%)
COS(Oé) _ 2COS2 (%) 1 trigonometriscﬁer Pythagoras C082 (%) B SiIl2 <%)

Das ist die Doppelwinkelformel des Kosinus, wenn man o = 2z ersetzt.
*Lﬁsung zu A52 ex-quadratwurzeln-im-nenner-beseitigen

(a)

2+v3  2+V3)(2+V3)  4+4V3+43
2-v3  (2-V3)(2+v3) = 4-3 TS
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(b)
V3 VB(B-5v2  3v3-5v2v3  3v3-5v6 3 5
3+5v2  (3+5v2)(3-5v2) 9 — 50 - —41 B 41\/§+ 41¢é
(c)
4-V2 (- V)(V2+VE) 4v2-2+4V3-V6
V2-v3  (V2-V3)(V2+V3) 2-3
=—4v2+2-4V3+V6=2-4vV2-4V/3+ V6
(d) #
1 B 1 B 1
T+V2+V3+v6  (1+V2)+VB(1+v2)  (1+v2)(1+V3)
_ (1-v2)(1-V3) _1-vV2-VB4+VE 1-V2-V3+V6
1+v2)1+v3)(1 - v2)(1 - V3) (1-2)(1-3) 2

(fiir tapfere Umformer)
(e) #
1 1
14+2v2+3V3+v6  (1+2v2) +V33+2)
(1+2v2) —V3(3+v?2)
(1+2v2) + V363 +vD) (1 +2v2) - V3G + V9))

1+2v2-3V3-6
(1+2v2)2 - 3(3 + v/2)?
14+2v2-3V3-6
1+4v248—3(9+6v2 +2)
14+2v2-3vV3-6
9442 —33—18V2
1+2v2-3V3-6
—24 — 142
—-1-2vV2+3V3+6
2(12 + 7V2)
(—1—2v2+3v3+V6)(12 — 7V2)
2(12 + 7v2)(12 — 7V/2)
—12+7V2 — 24V/2 + 28 4+ 36v/3 — 216 + 126 — 14/3
2(144 — 98)

16 — 17v/2 + 22v/3 — 9v/6
92

> T o2
‘x Losung zu A53 ex-frequenz-amplitude-phase-ablesen

a) Frequenz - (Periode 2), Amplitude 2, Phase 180°.

b) Frequenz —- (Periode 4), Amplitude -3-, Phase 90°.

¢) Frequenz % (Periode 6), Amplitude 1, Phase —90°, bzw. 270°.
d) Frequenz % (Periode 8), Amplitude 1, Phase 0°.
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N .e
x Losung ZU ADB4 ex-frequenz-amplitude-phase-funktionen-bestimmen

a) y(t) = 2sin(t - 180° + 180°) b) y(t) = -3 sin(t - 90° + 90°)
¢) y(t) =sin(t-60° + 270°) d) y(t) = sin(t - 45°)

> T o2
‘X Losung zu A55 ex-frequenz-amplitude-phase-offset-funktionen-bestimmen

a) Mittelwert: 2, Amplitude 3, Frequenz %, Phase 90°. Daraus ergibt sich die Funtionsgleichung

3
y(t):2+3-sin<90°+t-3600~8)

b) Mittelwert: 30, Amplitude 40, Frequenz ﬁ, Phase 180°. Daraus ergibt sich die Funtionsgleichung

1
y(t) = 30 +40 - sin <18()° 4+ ¢-360° - 40)

c) Mittelwert: 42, Amplitude 1, Frequenz %, Phase 135°. Daraus ergibt sich die Funtionsgleichung

1
y(t) =42+ 1 -sin (1350 +1-360° - 2)

d) Mittelwert: -20, Amplitude 15, Frequenz —5-, Phase 36° (1/10 der Schwingungsdauer). Daraus ergibt sich
die Funtionsgleichung

1
y(t) = —20 + 15 - sin (360 +¢-360° - 50)

R Losung zu A5G cx-harmonische-schwingungen-puppe

Wenn man die Hohe von unten (0 cm) bis oben (20 cm) misst, dann ist der Mittelwert 10 cm. Die Amplitude
ist damit 10 [cm], die Frequenz 0.5 Hz und die Phase (abhingig von der Wahl der positiven Hohe) -90° (weil
zum Zeitpunkt 0 die Auslenkung voll negativ ist, bzw. die entsprechende Kreisbewegung sich am Tiefpunkt
befindet). Damit die die Funktionsgleichung

1
y(t) =10 + 10sin (t - 360° - - - 9()0)

Die Geschwindigkeit auf dem tiefsten und héchsten Punkt sind 0 (dort kehrt die Bewegung um).

In der Mitte ist die Geschwindigkeit genau so gross, wie die entsprechende Geschwindigkeit auf der Kreisbewe-
gung (Radius 10, eine Umdrehung pro 2 Sekunden). Der Umfang U ist 10-2-7 und damit ist die Geschwindigkeit

-, also ~ 0.3142 m/s.

N T ee
‘X LOSlll’lg zu A57 ex-harmonische-schwingungen-tageslaenge

(a) o Mittelwert: 12.17 [h]
o Amplitude: Halfte der Differenz, also (15: 55 — 8 :25)/2 =3 : 45 = 3.75 [h]

e Frequenz Wls
o Phase: Der steigende Nullpunktsdurchgang ist am 21. Mérz (Frithlingsbeginn), d.h. am Tag 31 +

28 + 21 = 80 [d]. Wenn man von diesem Datum zuriickrechnet, erhilt man als Phase —% - 360°
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Damit ergibt sich die gesuchte Funktion (Zeit ¢ in Tagen, Resultat in Stunden):

. . 1 80 .
y(t) = 12.17 + 3.75 - sin <t~360 S 36 360>

(b) selbst

N T ee
'X LOSLll’lg zu A58 ex-harmonische-schwingungen-sonnenstand

o
e

Richtung zur Sonne am 21.03. und 23.09. mittags

nordlicher Wendekreis

/

€ Richtung zur Sonne am 21.03. und 23.09. mittags
siidlicher Wendekreis

(a) In der Skizze gilt v = 47.42° und e = 23.44°. Aus ihr geht hervor:
o Mittags am 21.03. und 23.09. betragt der Blickwinkel zur Sonne in St. Gallen 90° — v = 42.58°.
o Mittags am 21.06. betragt er 90° — v + ¢ = 66.02°.
¢ (und mit dhnlicher Skizze:) Mittags am 21.12. betriagt er 90° — v — e = 19.14°.
Mit anderen Worten schwingt der mittédgliche Blickwinkel zur Sonne um den Mittelwert 90° — ~ mit der
Amplitude e.
Zeiteinheit: Tage. Frequenz: —g=, Mittelwert 90 — 47.42 = 42.58 [°]. Amplitude 23.44 [°]. Fiir die Phase

iiberlegen wir uns erst, wann der steigende Nullpunktsdurchgang ist, ndmlich am 21. Mérz (Frithlingsbeginn),

d.h. am Tag 31 + 28 4+ 21 = 80 [d]. Wenn man von diesem Datum zuriickrechnet, muss die Phase also

—% - 360° sein. Somit hat man die Funktionsgleichung (¢ in Tagen, Resultat in Grad):

80 1
t) =42.58 +23.44 - sin | ——— - 360° + ¢ - 360° - ——
y(t) + sin ( 365 + 365 )

(b) Man sucht jetzt t so, dass y(t) = 60 gilt, d.h. die folgende Gleichung ist zu l6sen.

80 1
=42. 2344 -sin | ——— - °4t- oL ___
60 58 + 23 sin < 365 360° + 1 - 360 365 >

1. Losungsweg mit dem Taschenrechner: Man gibt das folgende in den Taschenrechner ein.
solve(60 = 42.58+23.44-sin(-80/365-360+t-360/365, t)
Durch Ausmulitplizieren (und Addition von 365 zur negativen Losung &~ —151) erhélt man die Losungen

~ 1294k -365 oder t~214+k-365 fiir beliebiges k € Z

Als Datumsangabe erhélt man den 9. Mai und den 2. August.

2. Losungsweg mit dem Taschenrechner: (Einige der folgenden Gleichheitszeichen sind genauge-
nommen Ungefihr-gleich-Zeichen =z. So ist es aber hoffentlich besser lesbar.) Wir formen die zu losende
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Gleichung um zu

60 — 42.58 80 1
0.743174 = 20— 229% i (= -1 . 360° + £ - 360° - ——
2344 St ( 365 + 365 )

Der Taschenrechner liefert arcsin(0.743174) = 48.0025° = 90° — 41.9975°. Also sind die Lésungen von
sin(xz) = 0.743174 die folgenden:

90° +41.9975° 4+ k - 360° fir beliebiges k € Z

Also ist die Gleichung
90° 4+ 41.9975° + k - 360° = _80 360° 4 t - 360° b
' - 365 365

nach ¢ aufzulésen (fiir ein beliebiges, fixiertes k € Z). Dies ergibt

365 365
t= o +41.9975 - 360 + k3654 80 = 171.25 + 42.5808 4 k - 365

d.h. wie oben
t~129+k-365 oder t~214+4k-365 fiir beliebiges k € Z

N T ee
‘X LOSlll’lg zu A59 ex-harmonische-schwingungen-lautsprechermembran

(a) Frequenz 442 Hz, Amplitude 30’000, Phase 0, Mittelwert 0. Also
y1(t) = 30000 - sin(t - 360° - 442)

(b) Aus der Nummer n des Zeitschritts erhélt man die zugehérige Zeit t = —755-. Daraus folgt
n n
= — = . 1 —_— ° . 442)
v2(n) =1 ( 44100 ) 30000 Sm( oo 290

{fLﬁsung zu A60 ex-schwingungen-ueberlagern

AR ARY

=90 'y $=135
T X
p=180° y =225 y
T :
|
p=210° y p =315 y

:
EE

b) Gleicher Kreisradius 1, gleiche Geschwindigkeit (Periodenlédnge 27w = 360°, Frequenz % = ﬁ), kon-
stanter Winkel dazwischen, ndmlich .
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0

d)

e)

f

Man héngt den Vektor (Pfeil) von O zu Py bei P, an. Die Spitze zeigt dann zu Pj,. Dieser fiithrt ebenfalls
eine Kreisbewegung aus, mit gleicher Frequenz, aber i.A. anderer Amplitude und Phase.

Machen Sie eine gute Skizze, um die Beschreibung zu verstehen! Die Punkte O, Py, P, und P, bilden
einen Rhombus (gleichseitiges Parallelogramm). Damit ist die Phase gleich dem Winkel ZP;OP, = —5-.

Machen Sie eine gute Skizze, um die Beschreibung zu verstehen! Die Punkte O, P, P, und Py, bilden
ein Rhombus (gleichseitiges Parallelogramm). Sei £ der Diagonalenschnittpunkt. Das Dreieck AOP;E ist
rechtwinklig mit ZP;OFE = -%-. Die Strecke OF ist Ankathete, OPy die Hypotenuse mit Léinge 1. Damit
ist OF = | cos(¢/2)| die Hilfte vom gesuchten Radius. Damit ist die Amplitude also

2 cos(p/2)]

Alternativlosung: Zum Zeitpunkt « = 0 gilt Py = (1,0), Py, = (cos(yp),sin(p)
cos(¢p), sin(p)). Die Amplitude ist der Abstand des Punktes P, vom Ursprung (0,

) und somit P, = (1 +
0), also nach Pythagoras

V(1 + cos())? + (sin(p))? = V/1+2cos() + (cos())? + (sin(p))? = v/1+2cos(p) + 1= /2 + 2 cos(y)

Bemerkung: Aus der Halbwinkelformel fiir den Kosinus (siche A48.(e)) folgt sofort 242 cos(¢) = 4 cos?(¢/2).
Somit liefern beide Losungswege dasselbe Resultat.

Alternativ kann man auch sagen, dass die beiden Losungswege einen Alternativbeweis der Halbwinkelfor-
mel liefern.

Das ist fiir 120° und 240° der Fall, wenn der Rhombus aus zwei gleichseitigen Dreiecken besteht.

‘&Lﬁsung zZu A.61 ex-schwingungen-ueberlagern-textaufgben

(a)

(b)

Die Funktion, die die Spannung in Volt zur Zeit ¢ in Sekunden beschreibt, ist
U(t) = 310 - sin(¢ - 50 - 360°)

Die Differenz zwischen dieser Funktion und einer Schwingung mit Phase 120° (also der Funktion U (t) =
310-sin(¢-50-360° 4+ 120°)) ist dasselbe wie die Summe dieser Funkktion mit einer Schwingung mit Phase
—60°. Im entsprechenden Rhombus erhilt man die neue Amplitude a - cos(30°) - 2 = a - v/3, wobei a die
urspriingliche Amplitude ist. Aus @ = 310V erhélt man also a - /3 ~ 536.9 V.

Wir multiplizieren das «Gleichstroméquivalent» 220V einer angeschlossenen Phase (bei einem 220-Volt-
Geriit) mit /3, um das Gleichstroméquivalent 220-cos(30°)-2 = 220-1/3 ~ 380 [V] zweier angeschlossener
Phasen (etwa bei einem Elektroherd) zu erhalten.
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