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15 Quadratische Gleichungen und Funktionen

15.1 Quadratische Gleichungen

R Aufgabe Al (Aufgabe aus dem Altbabylonischen Reich, ca. 4000 Jahre alt!)

Wie lang sind die Seitenldngen eines Rechtecks, bei dem die Summe von Lénge und Breite 14 ergibt und dessen
Flache 48 ist?

—— Definition 15.1.1 Quadratische Gleichung
Eine quadratische Gleichung ist eine Gleichung, die durch Aquivalenzumformungen auf die Form

ax’ +bxr+c=0

gebracht werden kann, wobei die Koeffizienten a, b, ¢ geeignete gewéhlte reelle Zahlen sind mit a # 0.

Quadratisches Erginzen

R Aufgabe A2 Ziel der Aufgabe: Die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen selbst entdecken.
Losen Sie der Reihe nach die folgenden quadratischen Gleichungen. Es ist wichtig, dass sie der Reihe nach
vorgehen, denn die Gleichungen sind so angeordnet, dass sie jeweils einen neuen Trick erlernen oder einen zuvor
erlernten Trick verallgemeinern. siste die Gleichungen nicht durch Raten oder Faktorisicren 1osen.

Beachten Sie: Die Gleichungen a) bis t) haben jeweils zwei Losungen. Die Gleichungen u) bis x) mit reellen
Parametern sind ohne Diskussion der Spezialfille zu l6sen.

a) z2=4 b) 22 =2 c) 22?2 =16 d) 222 =3

e) 2 4+1=10 f) z2—-1=10 g) (z+1)2=4 h) (z+1)2=2

i) 3(z+1)2=27 j) ¥ +22+1=9 k) 22 +2r =8 ) 222 +42+2=38
m) 22 —22+1=16 n) 22 —4r+4=9 o) 22 —4x =5 p) 22— 6x =16

q) 32? — 6z =3 r) 222 — 122 +7=0 s) —3z% + 18z =12 t) 2241r—-1=0

u) ar®+c=0 v) 22 +bx =0 w)z?+br+c=0 x) ar?+br+c=0

R Aufgabe A3 (Aufgabe aus dem Algebra-Buch von al-Chwarizmi, etwa 825 n. Chr.?)
Bestimme alle Losungen der Gleichung G H I

22 + 10z = 39

und interpretiere deinen Losungsweg mit Hilfe der Zeichnung rechts geo-
metrisch! 5| b= 25
Wo und wieso hast du «quadratisch ergénzt»?

Bonus: Formuliere eine Textaufgabe, zu deren Losung man die obige
Gleichung aufstellen wiirde!

Hinweis: Verwende das hoffentlich in Aufgabe A2 erlernte Verfahren. D F
T 22 Sx
A T B 5 C

Ihttps://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische_Gleichung#Geschichte, abgerufen am 28.02.2023
2https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratische_Gleichung#Geschichte, abgerufen am 28.02.2023
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— Merke 15.1.2  Quadratisches Ergéinzen

Mittlerweile nach hinten kopicrt, denn es passt besser zur Bestimmung der Scheitelform ciner quadratischen Funktion. Hier dann zu lsschen. €11 fOl-

genden Umformungstrick nennt man quadratisches Ergiinzen (hier ist p € R beliebig): &

2 2

2 2 p p p
— 2.2 . _

x4 pr=a"+ 5 x+<2> <2>

(e 1)

Er wird insbesondere beim Losen quadratischer Gleichungen verwendet (siehe unten).

Mitternachtsformel

15.1.3. Statt jede quadratische Gleichung einzeln durch quadratisches Ergénzen zu l6sen, kann man dies auch
einmal mit beliebigen Koeffizienten a # 0, b und ¢ durchfiihren und so eine allgemeine Losungsformel fiir
quadratische Gleichungen erhalten, die sogenannte Mitternachtsformel.

Qeventuell gewisse Umformungsschritte weglassen bzw. direkt dahinterschreiben.

az® +br+c=0 |t a
b c
7+ —x+— =0 | ergdnze quadratisch
a a

R bx+<b>2_<b>2+0_o H(b)lc
2a 2a 2a a 2a a

— | + /-, falls b* — 4ac > 0.

sonst keine reelle Lsg.

b b? — 4dac

U4
v 2a 4a?
b b? — 4ac b
U4 _
v 2a 2a 2a
b Vb2 — 4dac
Tr = — +
2a 2a
—b+ Vb? — dac
x:
2a
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— Satz 15.1.4 Mitternachtsformel

Die Mitternachtsformel fiir die Lésungen einer quadratischen Gleichung az? + bx + ¢ = 0 lautet

—b+Vb% — dac
2a

T12 =

Man beachte, dass diese Formel nur fiir b2 — 4ac > 0 reelle Losungen liefert. seweis: siche oben.

R Aufgabe A4 Losen Sie die Gleichungen m) bis t) aus Aufgabe A2 mit Hilfe der Mitternachtsformel.

R Aufgabe A5 Wiéhlen Sie zwei beliebige reelle Zahlen s und ¢ (zuerst ganze Zahlen). Berechnen Sie das
Produkt (z — s)(z — t) durch Ausmultiplizieren. Nun stellen Sie Threm Nachbarn die Aufgabe, die quadratische
Gleichung

Ergebnis des Ausmultiplizierens = 0

zu lésen. Wenn Sie mogen, konnen Sie diese Gleichung zuvor noch mit einer beliebigen reellen Zahl # 0 multi-
plizieren.

Wiederholen Sie dies. Wenn Sie es ihrem Partner (und sich selbst) schwer machen wollen, kénnen Sie auch

«komplizierte» Zahlen wie % — \/217 wéhlen.

R Aufgabe A6 Losen Sie die folgenden Gleichungen mit Hilfe der Mitternachtsformel. Geben Sie alle
Wurzelterme in den Lésungen in Normalform an.

a) 322 4+2x —1=0 b) 3z +22+ + =0 ¢) 3224+224+1=0

d) 2(z—1)(z—2)=(z—-3)(z—4) e) 2> =42+ 16 f) bx(x —65) = —4830

® Aufgabe A7 Die folgenden Aufgaben sind fast wortwortlich aus «Quadratische Gleichungen, Repeti-
tionsaufgaben» von Felix Huber, KSR, iibernommen. Download http://media.kswillisau.ch/ma/repetition/Quadratische_
Gleichungen.pdf

a) Von zwei Zahlen ist die eine um 50 grosser als die andere. Das Produkt der beiden Zahlen ist um 50 grosser
als die Summe. Bestimmen Sie die beiden Zahlen. Beispiel 14, S. 10

b) Ein Blumenbeet von 3 m Linge und 2 m Breite ist von einem Rasen konstanter Breite umgeben, so dass
der Rasen und das Beet denselben Flacheninhalt haben. Wie breit ist der Rasen? Beispiel 15, S. 10

¢) Ein Mensch beginnt ein Geschéft mit Fr. 2000.-. Den Gewinn des ersten Jahres schligt er voll zum Kapital.
Im zweiten Jahr ist der Gewinn in Prozent genauso hoch, wodurch das Kapital auf Fr. 2645.- anwéchst.
Wie gross ist der jahrliche Gewinn in Prozent? Beispiel 16, 5. 11

d) Das um 100 verminderte Quadrat einer gesuchten Zahl tibertrifft die Zahl 200 um so viel, wie die gesuchte
Zahl unter 300 liegt. Aufgabe 23, S. 11

e) Die Grundlinie eines Dreiecks mit Flicheninhalt 3.6 m? ist um 11.4 m linger als die zugehérige Hohe. Wie
lang ist die Grundlinie? Aufgabe 24, S. 11

—— Merke 15.1.5 Diskriminante und Anzahl der Lésungen

Die Diskriminante einer quadratischen Gleichung axz? + bx + ¢ = 0 ist die Zahl unter dem Wurzelzeichen
in der Mitternachtsformel, also
D :=V* — dac

Sie entscheidet, wie viele reelle Losungen die Gleichung hat:
—b+vD
2a

dies ist genau die Mitternachtsformel

e D > 0: zwei reelle Losungen z; » =

e D = 0: eine reelle Lésung‘ Xr = ;{f dies ist die Mitternachtsformel im Fall D = b2 — 4ac = 0

e D < 0: keine reelle Losung

(lateinisch discriminare bedeutet unterscheiden)

12. November 2024 3 https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://media.kswillisau.ch/ma/repetition/Quadratische_Gleichungen.pdf
http://media.kswillisau.ch/ma/repetition/Quadratische_Gleichungen.pdf
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 2gNP
Quadratische Gleichungen und Funktionen - — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

R Aufgabe A8 Bestimmen Sie den Parameter t jeweils so, dass die Gleichung genau eine Losung hat:
a) 22 +2x+t=0 b) tz? + 5z —1=0 c) B2 +tr+t=0
d) tz? + 3z =3t e) B’ +x+1l=tz f) 222 +tz+t2+1=0

15.2 Der Goldene Schnitt

— Merke 15.2.1 Goldener Schnitt

Wenn ein Punkt P eine Strecke AB (im Inneren) so teilt, dass das Verhéltnis a b

der langeren Teilstrecke zur kiirzeren mit dem Verhéltnis der Gesamtstrecke P B
zur léngeren Teilstrecke iibereinstimmt, so sagt man, dass der Punkt P die

Strecke im Goldenen Schnitt teilt.

Man nennt dann dieses Verhéltnis den goldenen Schnitt und notiert es mit dem griechischen Buchstaben ¢
(«phir=«fi»). Es gilt:

b1
PSS S CR T
b a 2

Die reelle Zahl ¢ ist irrational, d. h. ¢ &€ Q.
Der goldene Schnitt taucht an vielen Stellen in der Mathematik auf, beispielsweise teilen sich die Diagonalen
in einem Fiinfeck im goldenen Schnitt (Aufgabe A10). Er taucht auch in der Kunst und der Natur auf.

Beweis. Die Definition von ¢, die Bedingung an die Verhéltnisse und Bruchrechnen liefern &

a a+b b 1 1
b a a T ©
Multiplikation mit ¢ liefert
P =p+1
= P —p—-1=0 Mitternachtsformel
—(=1) £ J(=1)2—4-1-(-1 1++/5
1= ZEDEVED 0 _ 1

Da ¢ als Verhaltnis zweier Seitenlangen positiv ist, fallt die negative Losung
weg und es gilt
1++/5

2
Warum ist diese Zahl irrational? Falls nicht, so wire auch v/5 = 2 — 1 ratio-

nal, was aber nicht der Fall ist (Beweis dhnlich wie Beweis v/2 ¢ Q). Dieser
Widerspruch zeigt, dass ¢ irrational ist. O

(p:

R Aufgabe A9 Wenn eine 100 m lange Strecke im goldenen Schnitt geteilt wird, wie lang sind die beiden

. . . . . i 14 Teilstreck
Teilstrecken? Testen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie die beiden Verhiltnisse —Sesamtstrecke )y g _angere lellstrecke

’ langere Teilstrecke kiirzere Teilstrecke
berechnen.

# Aufgabe A10 Zeigen Sie, dass in jedem regelméissigen Fiinfeck gilt:
« Die Diagonalen schneiden sich im goldenen Schnitt. Hinweis: Ahnliche Dreiecke finden und verwenden.
o Nun sehr einfach: Das Verhéltnis von (jeder) Diagonale zu (jeder) Seite ist der goldene Schnitt.

A Aufgabe A11 Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal ein regelmissiges Fiinfeck (ausgehend von einer
Seite s). Hinweis: Es gibt elegante Konstruktionen, aber man kann auch etwas brutal damit beginnen, eine

145 ).

Strecke der Linge v/5 - s zu konstruieren (verwende Aufgabe A10 und ¢ = 5
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15.3 Quadratische Funktionen

—— Definition 15.3.1 Quadratische Funktion
Eine Funktion f heisst quadratisch, wenn sie in der Form
f(x) = az® +bx+c fiir geeignete reelle Zahlen a, b, ¢ € R mit a # 0

geschrieben werden kann. Mit anderen Worten ist eine quadratische Funktion eine Funktion, die durch ein
Polynom zweiten Grades dargestellt werden.
Wie bei quadratischen Gleichungen in Standardform axz? 4+ bz + ¢ nennt man die Zahl

D =% — 4ac

die Diskriminante von f.

Beispiele 15.3.2. Hier sind einige Beispiele fiir quadratische Funktionen: f(z) = ac2, g(x) = 222 + 3z — 4,
h(z) = —2% + V11, k(z) = =102 —z + 1, p(z) = @xz _ %x—l—?ﬁ.

® Aufgabe A12 Skizzieren Sie, jeweils ausgehend von dem Graphen von y = f(x) = 22, der sogenannten
Normalparabel, die Graphen der folgenden Funktionen.
_ 9.2 _ 2 . .2 . 1.2
a) g(x) =2z b) h(z) = (2z) c) i(x) =—x d) j(z) = -5z
In 2gNP: Statt vorheriger Aufgabe die Graphen der folgenden Scheitelformen zeichnen lassen (Einheit 2 Hauschen, eventuell z- und y-Bereich vorgeben): f(x) = 2, g(x) = 222, h(z) = 52, i(x) = — a2
a(z) = (z - 2), b(x) = 2(x — 2)2, c(z) = (x — 2)2 + 3, d(z) = 2(z — 2)* + 3, e(x) 2(x —2)* +3, f(z) S (x—-2)?2+3 -
Idee: Als Vorbereitung zur Ermittlung der Scheitelform, damit man bereits weiss, wofiir sie gut ist. Nachste Lektion Beispicle hinten (ca. S. 7 unc 8) vorgerechnet.

—— Definition 15.3.3 Standardform, Scheitelform, Nullstellenform

Quadratische Funktionen kénnen in verschiedenen Formen dargestellt werden.
e Standardform

f(z) =az® + bz +c fiir geeignete reelle Zahlen a, b, ¢ € R mit a # 0
¢ Scheitelform oder Scheitelpunktform
f(z) =a(x —x5)* +ys fiir geeignete reelle Zahlen a, xg, ys € R mit a # 0

In diesem Fall ist S = (zg,ys) der Scheitel des Graphen von f (Erklarungen folgen).
¢ Nullstellenform

f(x) =a(x — z1)(x — x2) fiir geeignete reelle Zahlen a, x1, x5 € R mit a # 0

Beachte: Die Darstellung in Nullstellenform ist nur moéglich, wenn die Diskriminante nicht-negativ ist,
d. h. wenn D = b — 4ac > 0 gilt.

15.3.4. Ist eine quadratische Funktion in Scheitelform oder Nullstellenform gegeben, so erhélt man die Stan-
dardform durch ausmultiplizieren und zusammenfassen.

Das Ermitteln der Scheitelform bzw. der Nullstellenform aus der Standardform ist etwas aufwandiger.
Zur Nullstellenform einer quadratischen Gleichung

15.3.5. Ist f(z) = a(z — z1)(x — x2) die Nullstellenform einer quadratischen Funktion, so gelten®

fx1) =a(xi—z)(z1—22) =0 und  f(z2) = a(w2 — 21) (x2 — 32) = 0

Dies bedeutet, dass z1 und x5 Nullstellen von f sind, d. h. Losungen der quadratischen Gleichung f(z) = 0.
Dies erklart den Namen Nullstellenform und fithrt zum folgenden Algorithmus.
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— Algorithmus 15.3.6  Ermitteln der Nullstellenform einer quadratischen Funktion = Faktorisieren einer quadratischen Funktion

Sei f(z) = ax? + bz + ¢ eine quadratische Funktion (in Standardform). Man ermittle die Nullstellen von f
mit der Mitternachtsformel (oder anderweitig).
e Hat f zwei verschiedene reelle Nullstellen 27 und z2, so hat f die Nullstellenform Fall D >0
f(@) = a(z —1)(x — 22)
o Hat f genau eine reelle Nullstelle 1, so hat f die Nullstellenform Fall D=0
fla) = a(z — 21)°
o Hat f keine reelle Nullstellen, so kann f nicht in Nullstellenform dargestellt werden. Fall D <0

R Aufgabe A13 Ermitteln Sie die Nullstellenformen der folgenden quadratischen Funktionen. Testen Sie
Ihr Ergebnis durch Ausmultiplizieren.

a) f(z)=2%-81 b) g(x) = 32 — 24z + 48
¢) hz)=2>+1 d) p(x) = 22° + 8z — 42
e) q(x) =2®> —x —1 Bitte ans Ausmultiplizieren denken!

# Aufgabe A14 Beweisen Sie die Korrektheit des Algorithmus 15.3.6. Dazu miissen Sie nachrechnen, dass
fiir o, = —bhvbi-dac V;f_“c und z, = —b=ybi—dac V;f_‘lac die folgende Gleichheit gilt:

az? +br +c=alzx —x1)(x — x9)

Hinweis: Geschicktes Rechnen (dritte binomische Formel) erspart einige Rechenarbeit.

Zur Scheitelform einer quadratischen Gleichung (quadratisches Erginzen)

Definition 15.3.7

Mit Hilfe von analytischer Geometrie werden wir sehen, dass der Graph jeder quadratischen Funktion f
eine Parabel ist, deren Symmetrieachse parallel zur y-Achse verlduft.
Der Schnittpunkt dieser Symmetrieachse mit der Parabel heisst der Scheitel von f.

Beispiel 15.3.8. Der Scheitel der sogenannten Normalparabel f(x) = 22 ist der Nullpunkt 0 = (0,0) des
Koordinatensystems.

Tafelerkliirung (oder eventuell auf niichster Seite): Wie man die quadratische Funktion y = f(2) = % + 6z + 7 auf Scheitelform bringt und wie man damit den Graphen von f leicht zeichnen kann («Zusatzkoordinatensystem
einzeichneny; der Scheitel ist S = (-3, —2)). Ausserdem dabei zeigen, dass man die Nullstellen und somit die Nullstellenform sofort aus der Scheitelform erhilt.
Dasselbe dann fiir y = g(z) = —22% + 8z — 3 (der Scheitel ist S = (2,5)).

® Aufgabe A15 Schreiben Sie jede der folgenden quadratischen Funktionen in Scheitelform, d. h. in der
Form f(z) = (v — x5)? + ys (quadratisch ergéinzen!) und geben Sie den Scheitel S der zugehérigen Parabel an.
Fertigen Sie zusitzlich jeweils eine Skizze des Graphen an (Einheit 2 Hauschen).

Bestimmen Sie ausserdem jeweils direkt aus der Scheitelform die Nullstellen (ohne Mitternachtsformel) und die
Nullstellenform von f.

a) f(z)=2%—4x 42 b) f(z)=2%>+122 -5 c) f(x)=2%—6x+6
d) f(z) =x(z—4) e) f(x)=322+122+5

R Aufgabe A16 Seien b und c¢ zwei beliebige reelle Zahlen. Bestimmen Sie den Scheitel S der Parabel
fx) =22 +bx+c. Hinweis: Quadratisches Erginzen

R Aufgabe A17 In den folgenden Teilaufgaben ist jeweils angegeben, wo der Scheitel S einer verschobenen
Normalparabel liegt. Bestimmen Sie jeweils die Funktionsgleichung der verschobenen Normalparabel und geben
Sie diese in Standardform f(x) = az? + bx + ¢ an.

a) S=(0,-2) b) S = (2,0) ¢) S =(1,1) d) S =(-2-3)
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Den Begriff «Offnungsfaktor» in Beispielen erkliren. Allgemein: Der Offnungsfaktor ist der Koeffizient bei 2. Tn Definiton 15.3.3 ist es also in jeder der drei dort
erkliarten Formen die Variable/der Parameter a.

15.3.9. Vorteil der Scheitelform: Scheitel und Offnungsfaktor der Parabel direkt ablesbar. Damit ist (hoffentlich)
klar, wie der Graph aussieht.

Beispiel 15.3.10 (Fiir das Ermitteln der Scheitelform aus der Standardform per quadratischem Ergénzen).
Wir ermitteln die Scheitelform der quadratischen Funktion f(z) = 2% — Tz + 6.25. &

y=f(z)=2"—Tr+6.25 quadratisches Ergédnzen
) 7 2 7 2
=27 — —] - (= 2
core(5) = () e

_< 7>2 925
-\ 4y

Fazit: Parabel mit Scheitel S = (%, 6) und Offnungsfaktor 1. Diese ist leicht zu
zeichnen (rote Parabel in Zeichnung).

3

by

-6 -5 4 -3 -2 -1 0 \ 4 / $>
\ /
_~ A ~
i N
L, \ \\ /
\ N /

L e N

15.3.11. Die oben ermittelte Gleichung y = (m — %)2 — 6 kann man auch so schreiben:

2
7

y+6:y—(—6):<x—2> = y =a”
=y N~——

=x’/
Wir fithren neue Koordinaten ein (motiviert durch die unterklammerten Ausdriicke):

« 2’-Koordinate, die sich aus der 2-Koordinaten per 2’ = z — -I- berechnet (umgekehrt = = 2’ + =)

« y'-Koordinate, die sich aus der y-Koordinaten per 3’ = y+6 = y — (—6) berechnet (umgekehrt y = ¢y’ —6).
Der Ursprung des neuen xz’-y’-Koordinatensystems hat beziiglich des alten x-y-Koordinatensystems die Koor-
dinaten (-, —6) (denn 2’ = 0 liefert 2 = 2’ + - = 0+ - = -L und ¢’ = 0 liefert y =y’ — 6 = —6). Dieses
neue Koordinatensystem ist in der obigen Gleichung in Rosa eingezeichnet.

In den neuen «gestrichenen» Koordinaten hat unsere obige Gleichung die Gestalt y’ = z'2, ist also eine Nor-
malparabel und sehr einfach zu zeichnen.
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Beispiel 15.3.12 (Nullstellen (und Nullstellenform) aus Scheitelform ermitteln). Aus der gerade erhaltenen

Scheitelform y = f(z) = (x — %)2 — 6 ermitteln wir die Nullstellen (also y = f(x) = 0 16sen): &

7\2 7\ 2
(x_2> —i=0 = (I‘z) =0
7 5.95

<— — — = +Vb6 <= = +vV6+ — =~
T V6 712 = £V6+ 2 T 11058 e s

) == (Vor 5 )) (o (V65 ))

Beispiel 15.3.13 (Ermitteln der Scheitelform, Beispiel mit Offnungsfaktor # 1 bzw!sogar negativem Offnungsfaktor).

Nullstellenform

Wir ermitteln die Scheitelform der quadratischen Funktion g(z) = —11—6302 - %x - %. ™
— - —— - — L — - (—16 damit Faktor 1 bei o2
y=gle) = —ort - o — o - (-16)
89
—16 - g(v) = 2* + bx + e quadratisch ergéinzen
52 5\2 89
2
= 5 ) = _
2rset (o) - (5) + 5
< 5)2 25 . 8
_— :L' [ P .
2 4 4
( L5 >2+ 64
p— €T e [
2 4
16 ()—<+5>2+16 \( 1>b : (—16)
g\x) =\ 9 16 ZW.
1 5\
=—— —) -1
9() =~ (x " 2)

Fazit: Parabel mit Scheitel S = (%, 1) und Offnungsfaktor —1—16 (blaue Parabel
in der Zeichnung auf der vorherigen Seite).

® Aufgabe A18  Bestimmen Sie jeweils exakt (ohne Taschenrechner) die (Koordinaten der) Schnittpunkte
der Normalparabel y = x? mit den durch die folgenden Funktionen gegebenen Geraden. Uberpriifen Sie Ihre
Ergebnisse durch eine Skizze.

a) glz) =z + 3 b) h(z) =—4z+1 c) i(z)=2x-1 d) j(z)=—4z-+

# Aufgabe A19 Bestimmen Sie die z-Koordinate des Scheitels einer allgemein gegebenen quadratischen
Funktion f(x) = ax? + bx + c.
Hinweis: Imitieren Sie das Vorgehen aus dem obigen Beispiel mit Parametern.

Merke 15.3.14

Der Scheitel der allgemeinen quadratischen Funktion f(z) = ax? + bx + ¢ hat die x-Koordinate —%.

Merkhilfe: Das ist der «erste Summand» in der Mitternachtsformel.

Die Nullstellen (falls existent) liegen symmetrisch zu 7% auf der z-Achse, d. h. die Zahl 7% ist ihr Durchschnitt: 2522 = 7%.
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15.4 Kreise und quadratische Gleichungen

15.4.1. Wir moéchten Kreise algebraisch beschreiben, um gewisse geometrische Probleme rechnerisch 16sen zu
koénnen. Beispielsweise mochten wir die Schnittpunkte zweier Kreise oder Tangenten an Kreise berechnen.

— Definition 15.4.2

Wir notieren den Kreis mit Mittelpunkt M € R? und Radius r > 0 in der Zeichenebene als K,.(M). Laut
Definition des Kreises gilt &

K.(M)={PcR?*| PM =r}

15.4.3. Wie kann man beispielsweise den Kreis K7(3,5) mit Radius 7 und Mittelpunkt M = (3,5) algebraisch
beschreiben?

Sei P = (x,y) ein allgemeiner Punkt der Zeichenebene. Wir schreiben die Bedingung, dass P = (z,y) auf dem
Kreis K7(3,5) liegt, um:&

P = (z,y) € K7(3,5) — PM =17
= J@-3+y-57=
— (x —3)*+ (y—5)* =7

In Worten: Der Kreis K7(3,5) ist die Menge aller Punkte P = (z,y) mit
(=3 +(y—57*=7

— Merke 15.4.4

Sind M = (a, b) ein Punkt der Zeichenebene und r > 0 eine reelle Zahl, so gilt &
K, (M) = Ky(a,b) = {(z,y) € R* | (z —a)* + (y — b)* = "}
In Worten: Der Kreis K, (M) ist die Menge aller Punkte (z,y), fur die gilt &
(z—a)*+ (y = b)* =1
Man nennt diese Gleichung «Kreisgleichung» und spricht etwas salopp vom

«Kreis (z — a)?® + (y — b)* = r?»

15.4.5. Wir formen die oben betrachtete Kreisgleichung um &
(x —3)?+ (y —5)* =T —  2?—6r+9+y*— 10y +25=49
— 22+ y? — 62— 10y — 15 =0
Die Punkte P = (z,y) unseres Kreises K7(3,5) sind also genau die Nullstellen des Ausdrucks
22 —6x 419> — 10y — 15

Man sagt deswegen: Der Kreis K7(3,5) ist die Nullstellenmenge von 2% — 6z + y? — 10y — 15.
Gleichbedeutend: Der Kreis K7(3,5) ist die Losungsmenge von x? — 6x + % — 10y — 15 = 0.
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Definition 15.4.6
Eie Nullstellenmenge eines Ausdrucks f(z,y) ist die Losungsmenge der Gleichung f(z,y) = 0.

— Merke 15.4.7

Die Nullstellenmenge jedes Ausdrucks der Form
2 2
Tty +srx+tyt+u

wobei s,t,u € R beliebige reelle Zahlen sind, ist

o ein Kreis

o oder leer oder einpunktig (= besteht aus genau einem Punkt).
Man beachte, dass die Koeffizienten bei 2 und %? in dem obigen Ausdruck 1 sind und dass xy nicht
vorkommt.

Dasselbe gilt, wenn man den obigen Ausdruck mit einer rellen Zahl # 0 multiplizert, denn dabei dndert sich die Nullstellenmenge nicht.

Beweis. Mit quadratischer Erginzung separat fiir  und y kann man die Gleichung 22 + 42 + sz +ty+u =0
auf die Form (x — a)? + (y — b)? = d bringen. Im Fall d > 0 ist die Losungsmenge ein Kreis um (a,b) mit
Radius 7 = v/d; im Fall d = 0 ist nur der Punkt P = (a,b) eine Losung; im Fall d < 0 hat die Gleichung keine
Losung. O

* Aufgabe A20 Losungen konnen gerne mit GeoGebra gepriift werden (zumindest graphisch); man kann dort Kreisgleichungen direkt eingeben.
(a) Die Nullstellenmengen der folgenden Ausdriicke sind Kreise bzw. die angegebenen Gleichungen definieren
Kreise. Finden Sie jeweils Mittelpunkt und Radius heraus.
Hinweis: Quadratisches Ergédnzen separat fiir z bzw. y.

a) v +y? =25 b) 22 + y? — 5 bzw. als Gleichung 2% + 3% — 5 =0
0) ¥ =20+ 147 -+ Q) @ 2oLyt g (et gt o
e) 22+ y% — 6z + 20y + 73 f) 22492 — 23z +4V2y + 4
(b) Warum definieren die folgenden Gleichungen keine Kreise bzw. was definieren sie?
a) 22+ y?+25 b) x? + y? c)ﬁ*ﬁ—l—(%)Q—l
R Aufgabe A21 Losungen konnen gerne mit GeoGebra gepriift werden (zumindest graphisch); man kann dort Kreis- oder Geradengleichungen direkt eingeben.

(a) Zeichnen Sie die Gerade —x +y = 1 und den Kreis 2% + y? = 25 in ein Koordinatensystem ein und
lesen Sie die beiden Schnittpunkte ab (sie haben ganzzahlige Koordinaten). Testen Sie, ob die abgelesenen
Schnittpunkte sowohl die Geraden- als auch die Kreisgleichung erfiillen.

Berechnen Sie die beiden Schnittpunkt nun wie folgt:

o Losen die die Geradengleichung nach y auf und setzen Sie das Ergebnis in die Kreisgleichung ein.

o Sie erhalten eine quadratische Gleichung fiir x. Losen Sie diese.

e Berechnen Sie die y-Koordinaten der Schnittpunkte.
Bemerkung: Sie haben das (nichtlineare) Gleichungssystem aus den zwei Gleichungen —z +y = 1 und
dz? + y? = 25 gelost.

(b) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Geraden y = %x + 1 mit dem Kreis 22 + y? = 25.

Vorgehen: Die Schnittpunkte sind die Losungen des Gleichungssystems.

1
= — 1
Y 21’+
22 +y* =25

Losen Sie dieses wieder, indem sie eine Gleichung (welche wohl?) nach ein Variablen auflosen und das
Ergebnis in die andere einsetzen usw.

(c) Berechnen Sie die Schnittpunkte des Kreises um (—2,1) mit Radius 4 mit der Geraden durch den Kreis-
mittelpunkt mit Steigung %
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Tangenten an Parabeln Die ersten Aufgaben in diesem Abschnitt wurden an der Tafel gestellt

15.4.8. Wir werden spéter allgemein definieren, was eine Tangente (= Beriihrgerade) an eine (hinreichend
glatte) Kurve in einem Punkt (= dem Beriihrpunkt) ist.

Ist die betrachtete Kurve eine Parabel (= der Graph einer quadratischen Funktion), so ist eine Gerade genau
dann eine Tangente, wenn sie die Kurve genau einmal schneidet/beriihrt (Beweis spater sehr einfach). Wir
machen das zur ad-hoc-Definition.

Definition 15.4.9 Tangente an eine Parabel/an den Graphen einer quadratischen Funktion

Ist f = f(z) eine quadratische Funktion, so heisst jede Gerade, die den Graphen von f in genau einem
Punkt schneidet, Tangente an f bzw. ausfithhrlich Tangente an den Graphen von f.

Man spricht von der Tangenten an f im Punkte P, wenn P der Schnittpunkt/Berithrpunkt von Tangente
und Graph ist.

R Aufgabe A22
(a) Bestimmen Sie die Gleichung ¢(z) = mz + ¢ der Tangenten an f(z) = 22 im Punkt @ = (3, 3).
(b) Wir betrachten nun einen allgemeinen Punkt P = (p, f(p)) = (p,p?) der Normalparabel f(z) = z2.
Bestimmen Sie die Gleichung ¢(x) = mx + ¢ der Tangenten an f im Punkt P.

Empfehlung: Priifen Sie Thre Ergebnisse mit Geogebra oder anderer Software graphisch.

— Satz 15.4.10

Die Tangente ¢ = t,, an die Normalparabel f(z) = z? im Punkt (p, p?) hat die Funktionsgleichung

t(z) = tp(x) = 2p-x — p?

Die Tangente hat also als Steigung das Doppelte 2p der z-Koordinate und als y-Achsenabschnitt das Negative
—p? der y-Koordinate des Punktes.

Mit Geogebra Normalparabel f(z) = 2?

D=(3,1), E= (-39, 0= 000
Danach Schiebregler p erkliren und sowohl den Punkt P = (p, p) als auch die Tangente ¢(x) = 2pz — p? animieren.

zeichnen lassen und die Tangenten daran in den Punkten A = (—2,4) (nenne die Tangente a(x)), B = (3,9), C = (1,1),

Beweis. Siehe Losung von Aufgabe A22; Teilaufgabe (b). Dort werden drei Losungswege erklirt (einmal mit
Diskriminante, zweimal ohne). O

R Aufgabe A23
(a) Bestimmen Sie die Gleichungen aller Tangenten an die Normalparabel f(x) = x2?, die durch den Punkt
A = (1, —3) gehen, auf zwei Weisen.
1. Weg: Mit Hilfe von Satz 15.4.10.

2. Weg: Direkt wie folgt: Starte mit der allgemeinen Geradengleichung y = ¢(x) = mx + ¢. Zur Bestimmung
von m und gq:

e Verwende, dass A auf der Tangenten liegt.

e Verwende eine Diskriminante, um sicherzustellen, dass sich ¢t und f in genau einem Punkt schnei-
den (bzw. beriihren).

Hast du beide Male dieselbe Losung erhalten?
(b) Gib die Beriihrpunkte an, in denen deine (beiden) Tangenten die Normalparabel beriihren.
(c) Priife deine Lésung auf Papier: Zeichne f(z) = 22, beide Tangenten und beide Beriihrpunkte.
(d) Priife deine Losung mit GeoGebra.

R Aufgabe A24

(a) Bestimmen Sie alle Tangenten an die Parabel f(z) = --(z + 3)? + 1, die durch den Punkt P = (-2, 1)
gehen. Hinweis: Vorgehen wie beim 2. Weg in Teilaufgabe A23.(a).

(b) Bestimmen Sie jeweils den Beriihrpunkt.

(c) Priifen Sie Ihr Ergebnis mit einer Zeichung (Scheitelform nutzen).

R Aufgabe A25 Bestimmen Sie die Tangente an die Parabel f(z) = —-(z + 3)? + 1 im Punkt A =
(=1, f(=1)).
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15.5 Optimierung quadratischer Funktionen: Extramalprobleme
R Aufgabe A26 Mit einem Zaun der Lénge 10m soll eine rechteckige Weidefldche (in der Ebene) von

moglichst grossem Fliacheninhalt eingezéunt werden. Wie lang sind die Rechtecksseiten zu wahlen? Wie gross
ist die grosstmogliche Weideflache?

—— Definition 15.5.1 Maximum, Maximalstelle, Minimum, Minimalstelle

Nimmt eine Funktion f = f(z) oder préziser

f:D—=R
z = f(x)
an einer Stelle (= einem Element) xy € D der Definitionsmenge einen grossten bzw. kleinsten Wert f(zg)

an, so heisst dieser Wert f(zp) Maximum bzw. Minimum von f auf D und o heisst Maximalstelle
bzw. Minimalstelle von f auf D.

Beispiel 15.5.2. In Aufgabe A26 haben wir gezeigt, dass die Funktion f(z) = z(5 — x) oder préziser
f:[0,5] = R
z— f(x) =25 —x)

die Maximalstelle 2y = -2- hat. Das zugehdrige Maximum ist f(zo) = f(3) =35 (5—3) = 2= = 6.25.

15.5.3. Ein Extremalproblem ist ein Problem, bei dem man wissen mochte, fiir welche Werte eine Funkti-
on extrem wird, also moglichst gross oder moglichst klein. Diese Werte heissen Extremstellen der Funktion
(Extremstelle = Extremalstelle = Maximal- oder Minimalstelle). Meist ist man auch an den zugehorigen Funk-

tionswerten interessiert, den Extrema (= Extremwerten = Maxima oder Minima).

Man spricht auch von Optimierung oder Optimierungsproblemen. Sie spielen eine wichtige Rolle in vielen
Anwendungen: Materialverbrauch minimieren, Kosten minimieren, COs-Ausstoss minimieren, Luftwiderstand
minimieren, Gewinn maximieren, Abstand minimieren, Wissen maximieren, Lebensalter maximieren etc.

—— Merke 15.5.4 Extremstellen einer quadratischen Funktion

Eine quadratische Funktion f(x) = az? + bz + ¢ hat genau eine Extremstelle, nimlich die z-Koordinate des
Scheitels S = (zg,ys), also
—b
2a
Merkhilfe: Das ist der «erste Teil» der Mitternachtsformel —2Evb2—4ac Vzl:j% = ;—CIL’ + 7”22;4“ ohne den «Plus-
Minus-Summanden». Die Nullstellen liegen symmetrisch zu zs.
Der Offnungsfaktor a # 0 entscheidet iiber den Typ der Extremstelle.
e Im Fall a > 0 ist zg eine Minimalstelle von f(z), das zugehorige Minimum ist die y-Koordinate des
Scheitels ys = f(xs).
e Im Fall a < 0 ist x5 eine Maximalstelle von f(x), das zugehorige Maximum ist ys = f(zg).

rs =

Beweis per quadratischer Erginzung: az? + bz + ¢ = a (v + 2%)2 +o=a(z— ;7:)2 + ... und Scheitelform.

Beispiel 15.5.5. In Aufgabe A26 haben wir die quadratische Funktion f(z) = x(5 —x) = —2% + 5z betrachtet.
Thre Extremstelle ist

—b -5 5
x = — = — = —
ST 0 T 2 2
Sie ist wegen a = —1 < 0 eine Minimalstelle, das zugehérige Minimum ist f(3) = 2.

15.5.6. Aufgabe A26 zeigt, dass bei festgelegtem Umfang unter allen Rechtecken das Quadrat dasjenige mit
maximaler Fliache ist. Dies ist das isoperimetrisches Problem fiir Rechtecke (iso perimeter = derselbe Um-
fang). Wenn man statt Rechtecken beliebige geschlossene Begrenzungskurven in der Ebene zulédsst, wird der
Beweis deutlich schwieriger. Die Losung ist aber die erwartete, ndmlich der Kreis.

Im dreidimensionalen fragt das isoperimetrische Problem bei fixierter Oberfliche nach der geschlossenen Fléche
mit dem grossten Volumen. Die Losung ist die Sphére (= Kugeloberflache).
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R Aufgabe A27 Ein Stick Draht der Lange 10 cm wird in zwei Teile zerschnitten, aus denen je ein Quadrat
geformt wird. Wo muss man den Draht zerschneiden, damit die Summe der Flacheninhalte der beiden Quadrate
extremal wird? Handelt es sich um ein Minimum oder ein Maximum? Wir gross ist die zugehorige Fléache?

R Aufgabe A28

Von einem Dreieck sind die Seitenldnge ¢ und die zugehorige Hohe h
gegeben.

Berechnen Sie die Hohe x des einbeschriebenen Rechtecks mit einer
Seite auf ¢, dessen Flacheninhalt maximal ist.

| |
[ c |

R Aufgabe A29 Eine Party hat bei einem Eintritt von 8 Franken durchschnittlich 240 Besucher. Wiirde
man den Eintritt

e um 0.5 CHF erhohen, so ginge die Besucherzahl um 10 zurtck;

e« um 1 CHF erhohen, so ginge die Besucherzahl um 20 zuriick;

e um 1.5 CHF erhohen, so ginge die Besucherzahl um 30 zuriick;

e USW.

Bei welchem Eintrittspreis sind die Einnahmen am grossten?

R Aufgabe A30 Ein Motorboot mit einer Geschwindigkeit von 6 m/s und ein Surfer mit 2m/s kreuzen
sich auf senkrechten Kursen (d.h. beide bewegen sich auf Geraden, die sich senkrecht schneiden).

Zur Zeit t = 0 Sekunden ist das Motorboot 50 m, der Surfer 10 m vor dem Kreuzungspunkt ihrer Kurse (= dem
Schnittpunkt der Geraden). Zu welchem Zeitpunkt ist die Entfernung am kleinsten?

Hinweise: Wihle das Koordinatensystem so, dass sich das Motorboot auf der z-Achse bewegt und der Surfer auf
der y-Achse, beide in Richtung der jeweiligen Achse. Minimiere statt des Abstands das Quadrat des Abstands
(= den Term unter dem Wurzelzeichen, wenn man den Abstand mit Pythagoras berechnet).

R Aufgabe A31

Ein a Meter langer Zaun soll wie abgebildet einen rechteckigen Platz, der an eine Mauer
angrenzt, auf drei Seiten begrenzen. Welchen Fléacheninhalt F' kann der Platz maximal
haben? Lose die Aufgabe fiir a = 50 Meter und allgemein fiir a.

R Aufgabe A32

Eine ebene 400 m-Bahn soll so angelegt werden, dass sie ein Rechteck mit zwei
angesetzten Halbkreisen begrenzt (siehe Abbildung). Wie lang muss der Radius _
x sein, damit das Rechteck (= Fussballfeld) maximalen Flicheninhalt hat? Wie °
lang sind dann Lénge und Breite des Rechtecks? :

® Aufgabe A33 Fiir welches Paar (z,y) reeller Zahlen, die die Bedingung = — y = 4 erfillen, ist die
Quadratsumme s = 22 4 y? minimal? Wie gross ist die minimale Quadratsumme?

R Aufgabe A34 Die Position eines Balles zur Zeit ¢ ist

b= (1) +¢ (%)

Zur welchem Zeitpunkt hat der Ball den kleinsten Abstand vom Ursprung (0, 0) und an welcher Position befindet
er sich dann? Welchen Abstand hat er dann zum Ursprung?

Hinweis: Minimiere das Quadrat des Abstandes (= den Term unter dem Wurzelzeichen, wenn man den Abstand
mit Pythagoras berechnet).
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R Aufgabe A35

Auf den Seiten eines Rechtecks mit den Seiten 9 cm und 5cm werden von
jeder Ecke aus im gleichen Umlaufsinn = cm lange Strecken abgetragen
und ihre Endpunkte verbunden (siehe Skizze). Berechne z, so dass der
Flacheninhalt des entstehenden Parallelogramms minimal wird.

z

R Aufgabe A36

Ein gleichschenkliges Dreieck hat die Basis 2a und die zu-
gehorige Hohe h (siehe Abbildung). Der Basismittelpunkt ist die
Spitze eines einbeschriebenen gleichschenkligen Dreiecks (rot in
der Skizze), dessen Basisendpunkte auf den beiden Schenkeln
des urspriinglichen Dreiecks liegen. Fiir welche Hohe x hat die- =

ses Dreieck maximalen Fldacheninhalt?

I 2a I

R Aufgabe A37 In einem Geschéift werden von einem bestimmten Artikel monatlich 200 Stiick verkauft.
Der Reingewinn betriagt CHF 10 pro Stiick. Marktforschung hat ergeben, dass eine Preissenkung

e« um 1 CHF pro Stiick den Monatsabsatz um 50 Stiick steigert;

e um 2 CHF pro Stiick den Monatsabsatz um 100 Stiick steigert;

e« um 3 CHF pro Stiick den Monatsabsatz um 150 Stiick steigert;

e USW.
Bei welcher Preissenkung pro Stiick ist der grosste Gesamtgewinn zu erwarten?

Hinweis: Wenn man den Preis um x Franken senkt, verkauft man ...Stiick monatlich. Der Reingewinn pro
Stiick betrdgt dann .... Der Gesamtgewinn betridgt dann . ...

R Aufgabe A38 Zwei Punkte A und B bewegen sich mit konstanten Geschwindigkeiten auf zwei zueinander
senkrechten Geraden. Wenn A im Schnittpunkt der beiden Geraden ist, befindet sich B noch 8 m vor dem
Schnittpunkt. Fiinf Sekunden spéter erreicht B den Schnittpunkt, sein Abstand zu A betriagt dann bereits 6 m.

Wann ist der Abstand zwischen A und B am kleinsten, und wie gross ist dieser minimale Abstand?
Hinweise:
e Sei A zur Zeit t = 0 im Schnittpunkt.
e Nimm an, dass sich A auf der z-Achse bewegt und B auf der y-Achse, jeweils in Richtung der Achse.
o Skizze empfohlen fiir ¢t = 0 und ¢t = 5.
o Bestimme x4(¢), die z-Koordinate von A zur Zeit t.
o Bestimme yp(t), die y-Koordinate von B zur Zeit t.

o Minimiere das Quadrat des Abstandes (= den Term unter dem Wurzelzeichen, wenn man den Abstand
mit Pythagoras berechnet).
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15.6 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-
reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

‘R‘Lﬁsung zZu A]_ ex-altbabylonisch
Sei x die Lange und y die Breite. Dann ist das Gleichungssystem = + y = 14 und zy = 48 zu l6sen.

Wenn man vermutet, dass Ldnge und Breite natiirliche Zahlen sind, so kommt man durch Ausprobieren schnell
auf zwei Losungen:

e 1. Losung: x =6 und y =8

e 2. Losung: x =8 und y =6
Alternativ verwende man die Substitutionsmethode: Die erste Gleichung liefert y = 14— x. Substituiert man dies
in die zweite Gleichung, so erhiilt man x(14 — z) = 48 oder ausmultipliziert 14z — 22 = 48 bzw. umgeschrieben

22 — 14z + 48 = 0.

Dies ist eine quadratische Gleichung. Wie man eine solche Gleichung allgemein 16st, ist das Thema dieses
Kapitels. Wer die Faktorisierung 22 — 14x + 48 = (z — 6)(z — 8) sieht, kommt auf die Gleichung

(x —6)(x—8)=0.

Da ein Produkt nur dann Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist, folgt + = 6 (und y = 8) oder x = 8 (und
y = 6).

R Losung zu A2 cemitternachts-formel-erarbeiten

a) r = b) x=+v2

c) v =422 d)x:j:\/g::t%\/é

e) 2?2 =9 =1 =43 f) 22=11=2 =411

g) (x +1) = %2 bzw. ausgeschrieben x + 1 =2 oder  + 1 = —2; also = 1 oder x = —3 (zwei Losungen).
Meist schreibt man diese zwei Losungen kurz so auf: 1 = 1, 29 = —3

h) (z+D)=+V2=2,=v2-1, 29 = V21 i) (z+1)2?=9=(z+1)=43=>12,=2, 20 =—4

i) (z+1)?2=9=2,=2, 20=—4 k) 22 +22+1=9=21 =2, 20 =—4

) 22422+1=4= (v+1)2 =d4=2,=1,20=-3 m)(z—-1)2=16=2,=5, 19 =3

n) (z-22=9=2-2=43=12,=5, 70 = -1 0) 2 —dx+4=9=21 =5 x93 =—1

p) 22 —-2-2-3=16=22-2-2-3+32=16+32= (2 —-3)2=25= 11 =8, 19 = —2

qQ *—2r=1=22-20+1=2=(z-1)?=2=2;=Vv2+1, 20 =—V2+1
) 22 —6z+ L =0=>22-2-3- 2432+ L =32 @-32=1l 54 =342 ;=3 V2

s) 22 -6z =-4=22-62+9=5=(z-3)?2=5=2,=3+V5, 11 =3-5
)

x2+2-%-x—1:0:>:v2+2-%~x+(%)2—(%)2— =O:>(x+%)2=%:>x1:§—%, o =

_ V5 1
2

2
u) x =+,/—-% (fiir @ # 0, wobei a und c unterschiedliche Vorzeichen haben miissen oder ¢ = 0 gelten muss,
damit —-% > 0 gilt und die Wurzel definiert ist)

v) z(x 4+ b) = 0 also (Produkt genau dann Null, wenn einer der Faktoren Null) z = 0 oder « + b = 0, d.h.
x=0oder x = —b
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W)
b\2
2 +brt+c=0 |+(2> —c
) 1 b\ b\ o
42 —bx+|— | =(—=— ) —c binomische Formel
2 2 2
1\ 1, .
z+ 71) = Ib —c | £/ (erlaubt, falls rechte Seite > 0)

1 1 1
b=y —p2 — _
a:+2b 4b c | 2b

x) Siehe Herleitung der Mitternachtsformel in Abschnitt A3 auf Seite 2

DT ee
Py Losung zu A3 ex-quadratische-ergaenzung-geometrisch

z® + 10z = 39
22 +2-52 =39 Die linke Seite ist die graue Fliche in der Zeichnung.
22425z + 5% =39+ 5° Quadratische Erginzung: Die graue Fliche wurde durch das Quadrat EFITH
der Seitenldnge 5 zum Quadrat ACIG der Seitenlédnge x + 5 ergénzt.
(z +5)* =64 (links binomische Formel)

r+5=+v64 =48
T =3, x92=-—13

Bemerkung: Die positive Losung x; = 3 ist geometrisch sinnvoll.

Mogliche Textaufgabe: Finde eine Léange x, so dass ein Quadrat mit Seitenldnge x und ein Rechteck mit Breite
z und Hoéhe 10 zusammen den Flacheninhalt 39 haben!

N T o2

'x LOSLlIlg zu A4 ex-mitternachtsformel-einueben

N T ee

R Losung zu A5 cx-partner-quadratische-gleichung-per-mf-loesen-lassen

R‘Lﬁsung zu A6 ex-allg-quadratische-gleichungen

a) ¥1 =4,z = —1 b) . =——+ ¢) L=9o
d)

2z —1)(x—2)=(x—3)(z—4)
2z —3x+2) =22 — Tz +12
22% —6x +4=2a>—Te+12 | — 2?4+ 72 — 12
’+r-8=0

-1+ 1 1
Z1EVS L L

1,2 2 2~ 2

e) v2 —4r—16=0 = x172:%:2i2\/5
f) 5a? — 3250 +4830 =0 = x, = 42, z9 = 23
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R Losung zu AT ex-textaufzaben-quadr-gleichung
Die folgenden Loésungen sind fast wortwortlich aus « Quadratische Gleichungen, Repetitionsaufgaben» von Felix
Huber, KSR, iibernommen. Download http://media.kswillisau.ch/ma/repetition/Quadratische_Gleichungen.pdf

a) 1. Schritt : Variable(n) deklarieren: z = kleinere Zahl.
Also ist die grossere Zahl x 4 50.
2. Schritt : Gleichung aufstellen:
Da das Produkt um 50 grosser ist als die Summe, muss zur Summe 50 addiert werden, um das Produkt
zu bekommen: Produkt = Summe + 50, d.h.

z(z +50) = (x + (z 4+ 50)) + 50
3. Schritt: Gleichung losen

z(x +50) = (z + (x + 50)) + 50
2% + 50z = 2x + 100 | — 22 — 100
2 + 482 — 100 =0 | Faktorisieren oder Losungsformel
(x —2)(x+50)=0
2 —2=0oder z+50=0
x =2 oder x = —50

4. Schritt: Antwortsatz
Die beiden Zahlen lauten 2 und 52 oder -50 und 0.

b) x = Breite des Rasens
Gleichung: Fliche Beet = Fliche Einfassung (machen Sie eine Skizze!)

2.3=2-20+2-3x + 42?2

6 = 10z + 42? | —6
0 = 42® 4+ 10z — 6 | : 2 dieser Schritt ist optional
0=22"+5x—3 |Losungsformel
oo THENB—4-2-(=3) —54+49  —5+7
b2 4 B 4 T4
T = % Ty = —3
Die negative Losung xo = —3 ist gartenbautechnisch sinnlos und muss deswegen verworfen werden.

Die Einfassung ist 0.5 m breit.

¢) x = Prozentsatz (als reelle Zahl) des jihrlichen Gewinns
Gleichung: Kapital nach 2 Jahren:

2645 = 2000 - (1 + 2)? | : 2000
= a) V-
:I:%:ler |—1
1 4 21
xlz%:%:O.w xgz—Q—g:—l—Og:—Z.lf)

Die erste Losung entspricht einem Zins vom 0.15=15%.
Die zweite (unbrauchbare negative Losung) entspricht einem grossen Verlust im ersten Jahr, auf dieses
negative Kapital (Schulden) wird ein negativer Zins erwirtschaftet, was dann einem Gewinn entspricht.

d) = = gesuchte Zahl
22 — 100 — 200 = 300 — z, Losungen 1 = —25, 2o = 24.
Die Zahl ist -25 oder 24.
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)

x = Lange der Grundlinie in m

Die zu losende Gleichung ist 3.6 = w
Die Losungen sind z1 = 12, z2 = —0.6, wobei die negative Losung geometrisch nicht sinnvoll ist. Die

Grundlinie ist 12 m lang.

R Losung zu A8 cx-anzablloesungen-quadr-gleichung
Eine quadratische Gleichung az? + bz + ¢ = 0 hat genau dann genau eine Losung, wenn ihre Diskriminante
D = b? — 4ac Null ist. Wir miissen also jeweils die Gleichung D = 0 nach t auflosen.

a)
b)
c)

d)

D=4—-4t=0,alsot=1.
D =25+4t =0, also t = —-2}-.

D=t>—4t=t(t—4)=0,alsot =0oder t =4
Bemerkung: Die Gleichung t? — 4t = 0 ist eine quadratische Gleichung in der Variablen t und lisst sich

4+V16 _ 444
2

auch mit der Mitternachtsformel 16sen: t; o = = —5—,also {; =4 und ¢ = 0.

D =9+ 12t? = 0, also keine Lésung (denn D = 9 + 12t2 > 9 > 0 fiir jede reelle Zahl t). Dies bedeutet,
dass die betrachtete quadratische Gleichung stets zwei verschiedene Losungen x; und z2 hat.
Alternative: Die quadratische Gleichung 12¢2 49 hat keine Losung, denn ihre Diskriminante 02 —4-12-9 =
—4-12 -9 ist negativ.

?+ax(l-t)+1=0,also D=(1-t)2—-4=0,dh. 1 —t==42 dh. t; =—1,t; = 3.

222 +tr+ (2 +1) =0,also D =1t>—4-2- (2 +1) =t — 82 — 8 = —Tt? — 8 = 0, also keine Lésung;
genauer ist die Diskriminante D = —7t2 — 8 fiir alle ¢ € R negativ, d.h. die Gleichung 222 +tz+t>+1 =0
hat fiir kein ¢ eine Losung.

*Lﬁsung zu Ag ex-goldener-schnitt

Aus

120 — GTH’ = ¢ erhalten wir

1 1
J_loo 100 200 oo
R R S )

und damit

b=100—a~ 38.20

Alternative fiir b: Aus %+ = %‘b = ¢ folgt 100 — b = ¢b bzw. 100 = b(p + 1) und somit

b

100 100 200 200
b= = = = ~ 38.20
p+1 VAR 1+v5+2  3+6

# Losung zu A10 cxpentagramm-goldener-schnitt

«¢® .
X Losung zu A1l expentagramm-konstruieren

*Lﬁsung zu A12 ex-normalparabeln-oeffnungsfaktor
Aufgabe b) kann sowohl als Streckung in z-Richtung mit Faktor —-, wie auch als Streckung mit Faktor 4 in
y-Richtung betrachtet werden, da (2z)% =4 - 22.

1
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VAR

-2 -1 0 1 2

R‘Lﬁsung ZU A 13 cxnullstellenform-ermitteln
Das Ausmultiplizieren ist dem Leser iiberlassen.

a) fl)=2%2-81=(z—9)(z+9)
¢) h(z) = 2° 4 1 keine Nullstellenform

1+V5 1-V5
e) q(x):xzfxflz <x2> <x2>

# Losung zu A14 ccbeweis-faktorisierung

a(z — 1) (z — 22) = a (2° — z(z1 + T2) + T122)

=az® —ax
2a
9 —2b L b? — (b? — dac)
=ax ar 7 a 12
4ac
2
= b siandl
axr” +o0x +a 12
=az’+br+c

%Lﬁsung zu A15 ex-scheitelpunkt-parabel-bestimmen
Die Skizzen finden sich am Ende der Loésung.

5 <—b—|—\/b2—4ac N —b— Vb% —4dac

2a

) o

b) g(z) = 32% — 242 4 48 = 3(x — 4)?
d) p(z) =222 + 8z —42 =2(x — 3)(z +7)

—b4+ Vb2 —4dac —b—Vb? —4ac

2a 2a
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2)

Scheitelform
flx)=2® —dx+4—-44+2=(x-2)2-2=(z —2)* + (-2)

Also Scheitel S = (2, —2).

Nullstellen und Nullstellenform:

1. Losungsweg: Aus 0 = (z—2)% — 2 folgt (z —2)? = 2, also x — 2 = 4+v/2 und somit sind x1 » = 2 ++/2 die
Nullstellen von f. Angenéhert: x; = 2 + V223414 und x5 = 2 — /2 =~ 0.586 (was beim Zeichnen hilft).
Die Nullstellenform ist f(z) = (x — (2 + v2)(z — (2 — V2).

Man kann dies auch als f(z) = (z — 2 — v/2)(z — 2 + V/2) schreiben, jedoch sind die Nullstellen dann nicht so leicht ablesbar wie in der Schreibweise «z -
Nullstellel mal = - Nullstelle2».

2. Losungsweg: Aus der Scheitelform bekommt man mit der dritten binomischen Formel direkt die Null-
stellenform und kann daraus die Nullstellen ablesen.

F(@) = (@=2)2=2 = (2-2)—VED)((1-2)+V2) = (2-2-V2) (—24+v2) = (a—( 2+ V2 ))(a—( 2=V2 ))

Nullstelle x1 Nullstelle xo

Scheitelform f(x) = 22 + 1224+ 36 — 36 — 5 = (v +6)? — 41 = (v — (—6))? + (—41). Also Scheitelpunkt
S = (—6, —41).

Nullstellen: z1 2 = —6 &+ \/H,

Nullstellenform f(z) = (z — (=6 + V41))(x — (=6 — V/41)).

Scheitelform f(z) =22 —6x+9—-9+6= (z —3)? — 3 = (v — 3)? + (=3). Also Scheitel S = (3, —3).
Nullstellen: z1 2 = 3 + \/§,

Nullstellenform f(z) = (z — (3 +/3))(z — (3 — V/3)).

Scheitelform f(z) =22 —4x +4—4 = (x —2)? — 4 = (z — 2)? + (—4). Also Scheitel S = (2, —4).
Nullstellen und Nullstellenform sind hier langweilig, denn f(z) ist bereits in Nullstellenform gegeben.

Dennoch: Nullstellen: ;2 =2+ Vi=242=

Nullstellenform f(z) = (z —2)(x — 0) = (x — 4)z.

Scheitelform f(z) = 322 +122+5 = 3(22+42)+5 = 3(2?+4w+4—4)+5 = 3(2?+4x+4)—12+53(z+2)2 -7 =
3(z — (—2))? — 7. Also Scheitelpunkt S = (-2, —7).
Nullstellen:

3(x+2?2-7=0

= 3(z+2?%=7
7
= r+2== l:i 7:iﬁ\/§:i\/ﬁ
3 V3 V3V3 3
21
— a:m:—zig

Nullstellenform (beachte den Faktor 3) f(x) =3 (x — (—2 + %)) (x — (—2 — ‘/??T ))

-39 -1 —2 _3
(x—2% -2 (z+6)% — 41 (z—3)2-3 (z—22% -4 _4
—40 ) -3 -5
2, F2) (—6,1-41) (3,£3) (2, F4) _63( ‘77
41 I 5 4 —7 R
1 2 3 -7 —6 -5 2 3 4 1 2 3 -3 -2-1

%Lﬁsung zZu A16 ex-scheitelpunkt-parabel-bestimmen-allgemein
Man ergénzt wieder quadratisch:

fa)=a+bo+ (F) = () +e=(@+§) +e- 4

Der Scheitelpunkt hat also die Koordinaten S = (—%, c— i)

4
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R Losung zu A17 cxnormalparabel-verschieben

2)
0

(z) =22 -2 b) f(x) = (z —2)? =2 — 4z + 4

f
f@)=(x-1)2+1=2>-22+2 d) fla)=(z+2)?-3=22+4z+1

R Losung zu A18 cxschnitt-normalparabel-gerade

Die z-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen zweier Funktionen erhélt man, indem man die Funktions-
terme (y-Koordinaten) gleichsetzt.

a) 2 =x+ %, umgeformt 4?2 —4x—3 =0, Losungen 7 = —%, To = % Fiir die y-Koordinaten setzt man
die erhaltenen z-Koordinaten in eine der beiden Funktionen ein (in welche spielt keine Rolle, da beide das
gleich ergeben missen).

Schnittpunkte: (f%, %), (%, %).
b) #? = —-L o +1, Losungen z; = %ﬁ’ To = %ﬁ.

Schnittpunkte: ( _1_4\/ﬁ , \/§+9 ) und ( —1-2\/ﬁ ’ 917 )

c) 2?2 =22—-1 & 22 -22+1=0 & (z—1)> =0 also z = 1 als einzige Lésung. Schnittpunkt (1,1).

d) Die Gleichung 2% = —%x - % hat keine Losung. Die Gerade schneidet die Parabel nicht.

{fLﬁsung zu A19 ex-scheitel-allgemein-kurz

f(x) =ax® +bx+c

1 b
—f(z) =2+ —z + —
a a a

= -
omefe- () ~(3)

b2 __—b244ac
Ta- TC= Ia

Also ist —% die z-Koordinate des Scheitels (wenn man fir x diesen Wert einsetzt, wird Null quadriert).

(Die Vereinfachung der y-Koordinate des Scheitels in der Unterklammerung ist nicht relevant fiir die Losung
der Aufgabe.)

R‘Lﬁsung ZU A 20 cx-mittelpunkt-und-radius-zu-kreisgleichung

(a)

a) Die Gleichung kann auch als (z — 0)% + (y — 0)? = 52 geschrieben werden. Sie definiert offensichtlich
einen Kreis um den Ursprung (0, 0) mit Radius 5.

b) Die Gleichung kann auch als (z — 0)2 + (y — 0)? = (v/5)? geschrieben werden. Sie definiert einen
Kreis um den Ursprung mit Radius v/5.

¢) Esgilt 2?2 =22+ 14+y> -+ = (2 —1)2 +¢° - L.
Gesucht sind also die Nullstellen des Ausdrucks (z — 1) + y? — - bzw. die Losungsmenge der

Gleichung (z — 1)? 4+ y? = (%)2 ist gesucht. Sie definiert einen Kreis um (1,0) mit Radius -

d) Esgilt 22 + 20+ 14+ y* — + = (z+1)? + ¢ — L.
Gesucht sind also die Nullstellen der Gleichung (z+1)%+y% — % = bzw. der dquivalenten Gleichung
(x—(-1)2+y2 = (%)2 Sie definiert einen Kreis um (—1,0) mit Radius —-.
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e) Quadratisches Ergéinzen liefert

22 + 9% — 62+ 20z + 73 = 2° — 62 + 3 + 20z + 73
=22 —62+9—9+y*+ 20y + 100 — 100 + 73
= (z—3)2 -9+ (y+ 10)* — 100 + 73
= (x—3)2+ (y+10)*> - 36
Gesucht sind also die Lésungen der Gleichung (x — 3)2 + (y + 10)2 — 36 = 0 bzw. dquivalent der

Gleichung
(= 3)* + (y — (-10))* = 6

Sie definiert einen Kreis mit Mittelpunkt (3, —10) und Radius 6.

f) Quadratisches Ergénzen liefert
2?4y = 2VBr + 42y + 4 =2 — 2V3x + 7 +4V2y + 4
=22 -2V32+3 -3+ +4V2y+8—-8+4
=(@-V3)?-3+(y+2v2)’-8+4
=(@—V3) +(y+2v2)* -7

Die Losungsmenge von (x —+/3)% + (y+2v/2)? = 7 = (v/7)? ist ein Kreis um den Punkt (v/3, —2v/2)
mit Radius v/7.

(b) a) Weil die Gleichung 22 +3?> = b) Die Gleichung 22 +y* = 0 hat

—25 keine Losung hat (denn genau eine Losung, namlich (0, 0)
Quadrate sind nie negativ). Die (denn ein Quadrat ist nur dann
Gleichung definiert also die lee- Null, wenn Null quadriert wird).
re Mengen. Die Gleichung definiert also die

einpunktige Menge {(0,0)}.
Die Gleichung x2+ (%)2 =1
definiert eine Ellipse mit Halb-
achsen 1 (in 2-Richtung) und
2 (in y-Richtung).

R Losung zu A21 cxireic-mit-gerade-schneiden

(a) Zeichnung bitte selbst anfertigen. Die Gerade kann auch als y = x 4+ 1 geschrieben werden. Die Schnitt-
punkte sind (3,4) und (—4, —3). Beide Punkte erfiillen beide Gleichungen.
Rechnerische Losung: Setze y = x + 1 in die Kreisgleichung 22 4 y? = 25 ein. Dies ergibt

4+ (x4+1)2 =25
2?4420 +1=25
20% 422 —24=0
41 -12=0

Losungen 1 = 3 und 29 = —4 erraten (etwa per Faktorisierung (z—3)(xz+4)) oder per Mitternachtsformel:
—1++1+48 —1+7 3
$1,2 = 2 = 2 = 74

Die zugehorigen y-Koordinaten sind y; =z1+1=3+1=4 und ys = 22 + 1 = —3. Das ergibt die zuvor
abgelesenen Schnittpunkte.

12. November 2024 14-viii https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: .EE Mathematik 2gNP
Quadratische Gleichungen und Funktionen — : @ BY-SA Ivo Blochliger, Olaf Schniirer

(b) Einsetzen von y = %x + 1 in die Kreisgleichung z? 4+ y? = 25 liefert
1 2
z? + <2x+1) =25
2, 1 9
T+ Zaz +x+1=25

47% + 2° +4x + 4 = 100
502 +4x —96 =0

Mitternachtsformel:
e —4++164+4-5-96  —4+/16+4-5-4-24  —4+/16(1+5-24)
b2 10 B 10 B 10
—4+£4yTF10-12  —2+2V121 2422 {4
- - - - 24 _ _ 48 _
10 5 5 -5 =——9 = 438
Die zugehorigen z-Koordinaten sind
1
Y1 = 7371 +1=3
1 12 7 14
== l=——~r-tl=——=——=-14
Yo =gt 5 T 5 10

(¢) Der Kreis hat die Gleichung
(x+2)*+(y—1)" =16
Die Geradengleichung bekommt man wie folgt: Ansatz y = ¢(z) = %x +¢. Da (—2,1) auf ¢ liegt, gilt
((—2) =1, also & - (=2) 4+ ¢ = 1, also ¢ = 4. Die Geradengleichung ist also

3
= — 4
Y 2x+

Einsetzen der (bereits nach y aufgelosten) Geradengleichung in die Kreisgleichung liefert

2
(x+2)2+(;’m+4—1) =16

3 2
(:c+2)2+<2a:+3) =16
2 9 2
T +4x+4+zx +92+9=16
z2+3x2+13x—3:0

4
422 + 922 + 522 — 12 =0

1322 + 522 — 12 =0

Mitternachtsformel:
524224 4-13-12  —52+/52-(52+12) 5245264 524852
2= 26 - 2 - 2 - 2
| 26E4VII3 268V VI3
13 - 13 T 13

Die zugehorigen y-Werte sind

3 V13
= 4=14+12——
Y1,2 9 T12 + 13
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DT e
R Losung zu A22 cx-tangenten-an-normalparabel-in-punkt

(a) « Da Q= (3,7) auf t liegen soll, muss ¢(3) = § gelten, also

L 1
m— =—
2 94T

1 n 1

= ——mM _—

=77 1
e Damit sich ¢ und f genau einmal schneiden, muss f(x) = ¢(z) genau eine Losung haben. Wir
verwenden dafiir die Determinante, miissen unsere Gleichung aber zuerst auf Standardform bringen.

fz) = t(x)

x2:mx+q

22 —mzr—qg=0
Die Diskriminante ist somit D = (—m)? —4 -1+ (—q) = m? + 4¢. Unsere Gleichung hat genau dann
genau eine Losung, wenn gilt
D=m?+4¢=0

Es gilt also, die beiden gerade ermittelten Gleichungen

¢=-5mty
m?+4¢ =0

gleichzeitig zu 16sen, d.h. das aus ihnen bestehende Gleichungssystem zu lésen. Wir ersetzen ¢ in der
zweiten Gleichung durch den durch die erste Gleichung gegebenen Ausdruck fiir g.

1 1
m?+4(——=m+—)=0

2 4
m?>—2m+1=0
2++v4—-4
m172:f:1

(Alternativlosung per Faktorisieren: m? — 2m + 1 = (m — 1)? hat nur die Nullstelle m = 1.)
Einsetzen in die erste Gleichung unseres Gleichungssystems liefert

R SR |
1= 11

Fazit: Die gesuchte Tangente ist

1
t(z) = =lg— — =g — —
() =mz+q=1z =%

(b) Losungsweg 1:
Ahnlich wie oben muss einerseits p? = mp + ¢ gelten und andererseits D = m? 4 4q = 0. Lést man ersteres
nach ¢ auf (Ergebnis ¢ = p? — mp) und setzt das Ergebnis in zweiteres ein, so erhilt man

m? + 4(p* — mp) =0
m? — dpm + 4p® = 0
m? —dpm + 4p® =0

4p + /16p2% — 16p2?
2 =2

mio =

(Alternativlosung per Faktorisieren: m? — dpm + 4p? = (m — 2p)? hat nur die Nullstelle m = 2p.)

Also

t(xr) = mx 4+ q¢ = mx + p*> — mp = 2px + p* — 2p* = 2px — p?
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Losungsweg 2: Wie oben muss g = p? — mp gelten, also t(z) = ma +p? —mp. Nun ist m so zu bestimmen,
dass f(z) = t(x) genau eine Losung hat.

fx) = t(z)
2 = mzx + p2 —mp
2 —ma + (mp —p?) =0
Da z = p nach Konstruktion eine Losung ist, konnen wir den Faktor (x — p) abspalten und erhalten

(z—p)(x—m+p)=0

Die andere Losung ist also x = m — p. Damit es nur eine Losung gibt, muss diese mit der Losung z = p
iibereinstimmen, d. h. es muss gelten m — p = p, was zu m = 2p fithrt. Nun weiter wie oben.
Alternative:

R Losung zu A23 cxtangenten-an-normalparabel-durch-externen-punkt
(a)

1. Weg: Die Tangente an die Normalparabel im Punkt (p, p?) hat die Gleichung ¢,(z) = 2pz — p?. Fiir welches
p geht diese Tangente durch A = (1, —3)7 Dazu ist p so zu bestimmen, dass

tp(l) =-3
— 2p-1—p?=-3
— 0=p>—2p—3
24 A+ 12 2+4 3

Die beiden Tangenten sind also

t3()

2.3.2-32=6x-9
t_q(x)=2-

(1) -z —(-1)?>=—-2z-1

2. Weg: Da A = (1, —3) auf der Tangente t(z) = mz + ¢ liegen soll, muss t(1) = —3 gelten, also

m-1+qg=-3
q=-m-—3
Damit
fz) = t(x)
= 2> =mz+q =2 —mr—q=0

genau eine Losung hat, muss die Diskriminatne D Null sein, d.h. D = m? 4 4q = 0 gelten. Ersetzen
von g = —m — 3 liefert

m? +4(-m —3) =0
m2—4m—12=0
4i¢m+484182i4{6

.2 = 2 2 2
Fiir die Steigung m = mj = 6 erhalten wir ¢ = —m — 3 = —9 und die Tangente
t(x) =6x—9
Fiir die Steigung m = mo = —2 erhalten wir ¢ = —m — 3 = —1 und die Tangente
) = —2x—1
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Wir nennen die beiden Tangenten im folgenden ¢_; und t3 wie beim ersten Losungsweg.

(a) Laut erstem Losungweg ist klar, dass ¢_; durch den Punkt (—1,1) geht (denn allgemein geht ¢, durch
(p,p?)). Ebenso geht t3 durch (3,9).
Alternativ kann man auch die Lésungen der Gleichungen z? = —2z — 1 (einzige Losung z = —1) bzw.
2? = 62 — 9 (einzige Losung z = 3) ausrechnen und daraus die Schnittpunkte (—1,1) bzw. (3,9).

(b)

N T ee
'X LOSLlIlg zu A24 ex-tangenten-an-allgemeine-parabel-durch-externen-punkt

(a) Ansatz fur die Tangente: t(x) = mz + q.
Damit P = (—2,—1) auf ¢ liegt, muss t(—2) = —1 gelten, also
m-(=2)+q=-1
= q=2m —1

Damit ¢ die Parabel f beriihrt, muss f(z) = t(z) genau eine Losung haben. Da wir dies mit Hilfe der
Diskriminante sicherstellen, bringen wir diese Gleichung auf Standardform:

f(x) = t()
%(w+3)2+1=mx+q
(x+3)* +4 =4max +4q
22 4+ 624+ 944 =4ma + 4q
22+ 6z —4dmr+9+4—4¢=0
22+ (6—4m)r+13—4¢=0
—_— ~—

=b =c

rroue

Die Diskriminante D dieser Gleichung muss Null sein, d. h.

D=(6—-4m)*>—4-1-(13—-4q) =0
= 36 — 48m + 16m? — 52 + 16 = 0
= 9—12m+4m? —13+4¢=0

Wir ersetzen ¢ = 2m — 1 (wir haben oben gesehen, dass dies gelten muss) und erhalten

9—12m+4m? —134+42m —1) =0
9—12m+4m?2 —13+8m—4=0
4m? —4m —-8=0

m2—m-—2=0

[

mi2 = 9 1

1+VIF8 _ 143 _ {2
2
e 7Zumq = 2 gehort ¢ = 2my — 1 = 3 und die Tangente
ti(x) =2x+3
o 7Zumgo = —1 gehort go = 2mo — 1 = —3 und die Tangente
to(x) = —x—3

(b) Die Berithrpunkte erhéilt man durch Losen der Gleichung t; = f bzw. to = f.
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¢ Beriihrpunkt von ¢;:

t1(x) = f(z)
2x+3=%(m+3)2+1
8r+12=(z+3)?+4
8r+12 =2 + 62 +9+4
0=2%—-22+1=(z—1)

2+I—4

1
2

T12 =

Die y-Koordinate des Beriihrpunkts ist ¢1(1) =21+ 3 =5 (alternativ f(1) = + - 16 + 1 =5).
Der Bertihrpunkt ist also (1,5).
e Beriihrpunkt von t5:

ta(x) = f(z)
7:1773:%(:c+3)2+1
—dr —12=(z+3)>+4
—dxr—12=2>+6x+9+4
0=2%+4 10z + 25 = (z + 5)?

—10+ /100 — 100

)
2

x1,2 =

Die y-Koordinate des Beriihrpunkts ist t2(—5) = —(—5) — 3 = 2 (alternativ f(—5) = = -4 +1 = 2).
Der Beriihrpunkt ist also (—5,2).
(c¢) dem Leser iiberlassen

> T o2
x Losung zu A25 ex-tangenten-an-allgemeine-parabel-in-parabelpunkt

Es gilt A= (-1, f(-1)) = (-1,2).
Ansatz: t(x) = mx + q.
Wegen A € t folgt

t(-1)=2
= m-(—1)+¢g=2
— g=m-+2

(Das Vorgehen nun ist genau wie bei der vorherigen Aufgabe.)

Damit ¢ die Parabel f beriihrt, und zwar in A = (—1,2), muss f(z) = t(z) genau eine Losung haben, ndmlich

x = —1. Die folgende Gleichung soll also genau eine Lésung haben:
f(z) =t(z)
= i(x+3)2+1:mx+q
= (z+3)* +4 = 4dmzx + 4q
<~ 22 462+ 944 = dmax + 4q
— 22 +6x—4dmr+9+4—4¢=0
—

2?2+ (6 —4m)r +13 —49=0
N—_—— N—_——

—p =c

Zwei Losungswege:
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e 1. Weg: Die Diskriminante D dieser Gleichung muss Null sein, d. h.

D=(6—-4m)*>—4-1-(13—4¢)=0
= 36 — 48m + 16m? — 52 + 16g = 0
= 9—12m+4m? —13+4¢=0

(Bis hier genau wie bei der vorherigen Aufgabe.)
Wir ersetzen g = m + 2 (wir haben oben gesehen, dass dies gelten muss) und erhalten

9—12m +4m? =13 +4(m +2) =0
9—12m+4m? —13+4m+8 =0
4m? —8m+4=0
m2—2m+1=0

I

Mitternachtsformel oder Faktorisierung m? — 2m + 1 = (m — 1)? liefern m = 1 als einzige Losung,.
Dies ist die Steigung der Tangente. Den y-Achsenabschnitt erhélt man per ¢ = m + 2 = 3.
Die gesuchte Tangente ist also t(z) = mx 4+ ¢ =z + 3.

o 2. Weg: Erinnerung: Wir méchten, dass

2?2+ (6 —4m)z +13—4¢=0
genau eine Losung hat, und zwar z = —1. Ersetze ¢ = m + 3:

22+ (6 —4m)z +13 —4(m +2) =0
22+ (6 —4m)r +13 —4m -8 =0
2?24+ (6 —4m)z —4m+5=0

Da x = —1 Nullstelle ist, kann man den Faktor (x — (—1)) = (x + 1) abspalten, also die linke Seite der
Gleichung wie folgt faktorisieren:
22+ (6 —4m)z —4m+5= (z +1)(z — 4m + 5)

Die «andere Losungy ist also —(—4m +5) = 4m — 5. Diese soll mit —1 {ibereinstimmen, es soll also gelten

Idm —5=—1
4dm =4
m=1

Daraus erhélt man ¢ = m + 2 = 3 und die gesuchte Tangente ¢(z) = max +q =2 + 3

R Losung zu A26 cx-groesstes-rechteck
Seien x und y die beiden Rechtecksseiten. Dann gilt 22 + 2y = 10, also z +y =5 bzw. y =5 — z.
Wir suchen z so, dass die Fléache

F(z) =2y =2(5—1z) = —2® + 52

maximal wird. Hierbei handelt es sich um eine nach unten offene Parabel (da Offnungsfaktor —1 < 0) mit

Scheitel bei zg = gf ==2 =23

Dies bedeutet, dass F' an der Stelle x5 = % einen maximalen Wert annimmt.
Das gesuchte Rechteck ist also ein Quadrat mit Seitenldnge % Meter.
Die Flache ist dann 24—5 = 6.25 Quadratmeter.
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R Losung zu A27 cxswei-quadrate-aus-draht
Man schneidet den Draht bei x Zentimetern entzwei. Dann hat man zwei Stiicke der Linge  und 10 — x. Dies
ergibt zwei Quadrate der Seitenlinge - und 1({%‘”. Der Flédcheninhalt ist also

() ()

x? 100 — 20z + 22

REETEN 16

227 — 202 4 100

B 16

1. 5 2
8 4 4

-6 = 5 8 5
S P T R
Die Fliiche ist F(5) = (2-)* + (&) =2 2 = 25— 3.125[cm?).
Dies ist ein Minimum (die Minimalstelle ist g = 5).

Die Maxima werden bei z = 0 und = = 10 angenommen, die Fliche ist dann F(0) = F(10) = (170)2 =10 -

25 = 6.25[cm?].

N .o
® Losung ZU A28 cx-dreicck-cinbeschriebenes-rechteck-flacche-maximieren

Sei s die andere Seite des Rechtecks. Dann gilt nach dem Strahlensatz - = —-*—, also
c
= — h —
s=-(h—2)
Der zu maximierende Flécheninhalt ist
F(z)=sx = %(h—x)x
Diese quadratische Funktion hat die beiden Nullstellen z; = 0 und z2 = h. Der Scheitel liegt genau dazwischen,
hat also die z-Koordinate xg = % = % Man sollte sich noch tberlegen, dass der Offungsfaktor negativ
ist, es sich also um ein Maximum handelt.
Alternative: . c . .
F(z)=sx = W(h*l')'l': f(hxfxz) =cx — 71'2 277x2+0x

Quadratische Funktion mit negativem Offnungsfaktor, also Maximum bei

—b —c c h h
x = = — =C- —
T 2a T =T 2 2c 2

%Lﬁsung zu A29 ex-party-einnahmen-maximieren
Sei x die Preiserhthung in Franken. Dann kommen voraussichtlich

240 — x - 20
Besucher. Jeder zahlt 8 4+ x Franken Eintritt. Die Einnahmen betragen also

E(z) = (240 — 20z)(8 + 2) = 1920 + 240z — 160z — 202? = —202% + 80z + 192

Franken. Dies ist eine nach unten geoffnete Parabel mit Maximum bei zg = ;;’ = :Zg =2

Der gesuchte Eintrittspreis betragt 8 + xg = 10 Franken.
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R Losung zu A30 cxboot-surfer-abstand-minimal

Das Motorboot fahrt auf der z-Achse und hat zum Zeitpunkt ¢ die z-Koordinate xs(¢t) = —50 4 6¢ (Buchstabe
M wie Motorboot).

Der Surfer fahrt auf der y-Achse und hat zum Zeitpunkt ¢ die Position yg(t) = —10 + 2t (Buchstabe S wie
Surfer).

Der Abstand der beiden zur Zeit ¢ betragt

=V(zm ()2 + (ys(t))?

Statt diesen Abstand zu minimieren, konnnen wir gleichbedeutend den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen
minimieren, also

Ft) = (zar(t)® + (ys(1))?
= (=50 + 6t)% + (=10 + 2¢)?
= 2500 — 600¢ + 36t + 100 — 40t + 4¢>
= 40t* — 640t 4 2600

Dies ist eine nach oben offene Parabel mit Minimum bei tg = ;—j = % = 8.

R Losung zu A31 cxreohteckiger-platz-an-mauer

Sei x die Linge der linken vertikalen Zaunteils. Dann ist F(z) = x(a — 27) = az — 222 = —22% + az zu
maximieren. Da F' eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel bei 15 = —}- = -1~ ist, ist die Fliche fiir
dieses w5 = -~ maximal. Der gesuchte Flicheninhalt ist - - 5- = “82 .

Fiir a = 50 ergibt sich als maximale Flache %‘OO = 312.5 m?.

Schneller (?) geht es so: F'(z) = x(a — 2x) hat die beiden Nullstellen z; = 0 und 2 = -§-. Die z-Koordinate
des Scheitels liegt genau dazwischen, also bei 0+2% =

R Losung zu A32 cciaumann
Die horizontale Seite des Rechtecks ist % = 200 — 7z, die vertikale Seite 2x. Der Flacheninhalt ist somit

F(z) = (200 — 7x) - 22 = 400z — 272* = —272% + 400z

Dies ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel bei zg = 5—;’ = 2_?&%2) = ‘fﬁ? = 120 . Fiir diesen
Wert ist F' also maximal.
Alternativ hat F(z) = (200 — 7z) - 22 die beiden Nullstellen 23 = 0 und 25 = %. Die z-Koordinate des Scheitels liegt genau dazwischen, also bei % = %
Der gesuchte Flacheninhalt ist
100 10000 100 —20000 40000 20000
F () =27 5— +400- = + = ~ 6366 Quadratmeter
T T T T T T

Das Rechteck hat dann die Breite 2z = % ~ 63.66 Meter und die Lange 200 — 7z = 200 — 71'171,& = 100.

R‘Lﬁsung zua A33 ex-quadratsumme-maximieren-mit-nebenbedingung

Zu minimieren ist s = 2242 unter der Bedingung z —y = 4. Es gilt also y = 2 —4 und somit s = 22+ (z —4)? =
22422 —82+16 = 222 — 8z +16. Dies ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitel g = ;—f = % =2.Da

zugehorige y ist y = x—4 = 2—4 = —2, das minimierende Zahlenpaar also (2, —2). Die minimale Quadratsumme
ist 22 4 (—2)% = 8.

R Losung zu A34 cxabstand-punkt-gerade
Es gilt

0= (1 53)

V(=2 +2t)2 + (11 — t)2

oder dquivalent der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, also

Zu minimieren ist

q(t) = (=2 +2t)* + (11 — t)> = 4 — 8t + 4t* + 121 — 22t + t* = 5¢* — 30t + 125
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—b _ 30 _ g
2¢ 10
Der Ball ist also zur Zeit t = 3 am néchsten am Ursprung. Er ist dann an der Position

o= (1) +2(5) = (9

Der Abstand zum Ursprung ist v/42 + 82 = /80 = /1615 = 4/5.

Dies ist eine nach oben offene Parabel mit Scheitel/Minimum bei tg =

R Losung zu A35 cxparallclogrammemaximaler-facche-in-rechteck

Wir maximieren stattdessen die Komplementéarflache, die aus den 4 Dreiecken an den Ecken besteht. Diese hat
den Flacheninhalt

F(z)=2(5—2) + (9 —z) = 14z — 22% = —22% + 142

—b _ —14
2a ~ -4
Alternative: Man kann auch aus F(z) = (5 — )+ 2(9—z) = (5 — 2+ 9 — ) = 2(14 — 2z) sofort die beiden Nullstellen z; = 0 und x5 = 7 ablesen, die z-Koordinate
des Scheitels liegt genau dazwischen, also bei 042” =1

Dies ist eine nach unten getffnete Parabel mit Scheitel bei zg =

= % Dies ist der gesuchte Wert.

Stattdessen kann man auch die Parallelogrammfléche 45 — F'(x) minimieren.

%Lﬁsung zu A36 ex-gleichschenkliges-dreieck-einbeschriebenes-maximieren
Wenn b die halbe Basis des einbeschriebenen Dreiecks ist, gilt nach dem Strahlensatz

a b
h  h—=za
also b= - (h — ).
Der zu maximierende Fldcheninhalt ist
_ 1 _ 1 a 2y a o
F(x)—2bx 2h(h x)m—2 (hx — %) 2hx+2x

Dies ist die gesuchte Hohe.
Schneller kann man den Scheitel so bestimmen: Wegen F(z) = — -7-(h — z)z hat F die beiden Nullstellen

1
2
x1 = 0 und x5 = h. Der Scheitel liegt genau dazwischen, also bei xg = %

R Losung zu A37 cxsewinn-artikelverkaut
Wenn man den Preis um z Franken senkt, verkauft man 200 + 502 Stiick monatlich. Der Reingewinn pro Stiick
betriagt dann 10 — z Franken. Der Gesamtgewinn G(x) bei einer Senkung des Preises um x Franken ist also

G(z) = (200 + 50z) - (10 — x) = 2000 + 500z — 200z — 5022 = —5022 4 300z + 2000

b __ =300 __
2a —  —100 =3

Den maximalen Gesamtgewinn erzielt man also voraussichtlich bei einer Preissenkung um CHF 3.

Dies ist eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitel bei xg =

R‘L'c'osung ZU A 38 cx-abstand-zweier-sich-bewegender-punkte
Der Punkt A bewegt sich in 5 Sekunden um 6 Meter, hat also die Geschwindigkeit 2~ [m/s]. Also gilt z4(t) =
-£-t. (Die y-Koordinate von A ist 0.)

Der Punkt B bewegt sich in 5 Sekunden um 8 Meter, hat also die Geschwindigkeit - [m/s]. Also gilt zp(t) =
—8 + 2-t. (Die z-Koordinate von B ist 0.)

Der Abstand von A(t) = (--¢,0) und B(t) = (0, —8 + 5-t) zur t betréigt nach Pythagoras

V(@a(t) =02 + (0 —ys(t)? = V/(2a(1)? + (y5(t))?
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Dieser Abstand wird minimal, wenn sein Quadrat minimal wird. Der quadrierte Abstand ist

o(t) = (VAP T ws@P)
- <§t>2 + (-8 + 1)

36 , 128 64 ,
= 2464 —t+ —t
25 | 10 T
100 128
= 64— ——t
25 " 5

128
= 4t* — — 164

Dies ist eine nach oben gedffnete Parabel. Also wird ¢(t) minimal bei

—b 128 128 1 16
tS frnd = 5 = C— = — = 32
2a 8 5 8 5

Zur Zeit t = 3.2 ist der Abstand am kleinsten. Der quadrierte Abstand zu dieser Zeit ist

16 256 128 16
) 4. e Y V)
q( 5 > 2% 5 5 O
1024 2048
== 0
25 25 10
~1024  64-25
= +
2 25
_ 10241600
25 25
576 242
25 52

Der gesuchte Abstand ist also % = ‘f—g = 4.8 Meter.

12. November 2024 14-xviii https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

	Quadratische Gleichungen und Funktionen
	Quadratische Gleichungen
	Quadratisches Ergänzen
	Mitternachtsformel

	Der Goldene Schnitt
	Quadratische Funktionen
	Zur Nullstellenform einer quadratischen Gleichung
	Zur Scheitelform einer quadratischen Gleichung (quadratisches Ergänzen)

	Kreise und quadratische Gleichungen
	Tangenten an Parabeln Die ersten Aufgaben in diesem Abschnitt wurden an der Tafel gestellt

	Optimierung quadratischer Funktionen: Extramalprobleme
	Lösungen


