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16 Folgen und Reihen

R Aufgabe A1l Betrachten Sie die folgenden Zahlenfolgen:

1) ap=7,a1=9,a,=11, a3 =13, a4 =15, ... ) 32,27, 22,17, 12,

( (2

(3) 1,2,4,8,16,32, ... (4) 4,2, g,%,zx,...
(5) 1, -3,9, —27, 81, —243, ... (6) 0 1, 4,9, 16, 25, 36,
() &, % 5 4 8) 3, 2,0, —3,-3, ...
(9) 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ... (10) 1 1, 1,1, -1, ...
( (

12) 12,9,7,6,6,7,9, 12, 16, .

(a) Finden Sie jeweils die nichsten vier Folgeglieder.

(b) Finden Sie fiir jede Folge eine Formel, mit der man das n-te Folgeglied a, aus dem vorhergehenden
Folgeglied a,_; berechnen kann (fiir beliebiges natiirliches n > 1); in der Formel diirfen auch n oder
weitere vorherige Folgeglieder vorkommen.

Beachten Sie: Alle Folgen beginnen mit dem nullten Folgeglied ag.

(c) Finden Sie eine Formel, mit der man aus dem Index (= der Nummer) n das n-te Folgeglied a,, der Folge
berechnen kann.

Bemerkung: Bei zwei der zwolf Folgen ist dies nicht so einfach; bei welchen?

(d) Acht der obigen 12 Folgen lassen sich in zwei Typen einteilen, die jeweils durch Formeln gleicher Bauart
beschrieben werden kénnen. Welche?

16.1 Notation und Definitionen

—— Definition 16.1.1 Folge

Eine umgangssprachliche Folge reeller Zahlen
A0y A1y A2y A3y v+ oy Qi 1y Gy g1, - - -

wird auch in der Mathematik als Folge reeller Zahlen bezeichnet. Die gesamte Folge wird wie folgt abgekiirzt:
(an) := (an)nen = ag, a1, az,as, . ..

Die in der Folge auftretenden Zahlen heissen Folgeglieder oder Glieder der Folge, genauer wird das
Folgeglied a; mit dem Index (= der Nummer) i als i-tes Folgeglied bezeichnet; beispielsweise ist ay das
nullte Folgeglied, a; das erste Folgeglied etc.

Warnung 16.1.2. In einigen Texten (z.B. unserer Formelsammlung) startet die Nummerierung von Folgen
mit dem Index 1 statt mit dem Index 0, d. h. Folgen starten mit a; statt mit ag wie bei uns. Unsere Konvention
fiihrt zu schéneren Formeln und bietet auch auf lange Sicht viele Vorteile.

16.1.3. Eine Folge (a,,) ist nichts anderes als eine Zuordnung, die jeder natiirlichen Zahl n eine reelle Zahl a,,
zuordnet, also eine Funktion

a:N—=R
n—a(n):=a,

In Worten ist jede Folge reeller Zahlen dasselbe wie eine reellwertige Funktion mit Definitionsmenge N.
Insbesondere:
o Begriffe, die wir fiir reellwertige Funktionen kennen, kann man unmittelbar auf Folgen iibertragen, zum
Beispiel die Begriffe «(streng) monoton wachsend» und «(streng) monoton fallend».
o Jede Folge kann durch ihren Graphen veranschaulicht werden (siehe Aufgaben A9 und A10).
o Es gibt sehr viele «wilde» Folgen: Zum Beispiel ist die Zuordnung n + a,, := sin(n? + In(n)) eine Folge.
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16.1.4. Folgen werden in der Regel «implizit», «explizit» oder «rekursivy angegeben. Wir erkléren dies zuerst
an einem (idealisierten) Beispiel aus der Biologie.

Beispiel 16.1.5. Betrachte das folgende Modell einer Monat n Anzahl der Anzahl
Kaninchenpopulation: Jungtier- erwachsener
e Im Monat n = 0 starten wir mit einem Jungtier- Paare Paare

Kaninchenpaar. 0

o Jedes Kaninchenpaar lebt ewig, wird mit 1 Mo- 1
nat erwachsen und wirft ab dem Alter von 2

2 Monaten jeden Monat ein neues Jungtier- 3
Kaninchenpaar. 1

5

6

Sei f,, die Anzahl der erwachsenen Kaninchenpaare im Monat n. Fir alle n > 2 gilt dann die Rekursionsformel
ESN

Fazit: Die Folge (fy,) ist rekursiv (etwa: «auf bekannte Werte zuriickgehend», von lateinisch recurrere zuriicklaufen)

gegeben durch &,

Man kann diese Folge auch implizit angeben: &

Man kann diese Folge auch explizit angeben, durch die Formel von Moivre-Binet &,

2 NG 7 2 2 2 1
Diese Formel wurde unabhéngig von Abraham de Moivre 1718 und von Jacques Philippe Marie Binet 1843
entdeckt.

Auf den ersten Blick mag es erstaunen,

Bemerkung: Setzt man ¢ = 1+V5 (goldener Schnitt) so gilt f, = —— (W" — (7i> ) Dass 7$ =125 gilt, folgt aus LB 1=v 1=

o dass diese «komplizierte» Formel nur natirliche Zahlen liefert, wenn man natiirliche Zahlen n einsetzt
(warum «verschwinden» die Wurzeln /57);
« dass iiberhaupt so «komplizierte» Zahlen wie /5 benétigt werden, um eine solch einfache Folge natiirlicher
Zahlen durch eine einzige Formel zu beschreiben.
Wie man selbst auf die Binet-Formel kommen kann, werden Sie in Aufgabe A12 lernen; dabei werden Sie
verwenden, dass 127‘/5 (der goldene Schnitt) und % die beiden Loésungen der Gleichung 22 = z + 1 sind
(nach der Mitternachtsformel).

Man kann diese Formel auch mit Methoden der Linearen Algebra erhalten (iiber Eigenwerte und -vektoren der

2 x 2-Matrix (‘i 1) ); dies lernt man in der Vorlesung iiber Lineare Algebra an der Uni.
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Definition 16.1.6 Fibonacci-Folge
§

ie Folge (f,) =0,1,1,2,3,5,8,13,... aus Beispiel 16.1.5 heisst Fibonacci-Folge.

R Aufgabe A2
(a) Uberzeugen Sie sich von Hand, dass die Moivre-Binet-Formel fiir n € {0,1,2,3} die gewiinschten Werte
liefert.
(b) K Zeigen Sie allgemein, dass fnio = frp1 + fn gilt.

R Aufgabe A3 Sie mochten eine Treppe aus 16 Stufen emporsteigen. Auf wie viele Moglichkeiten ist dies
moglich, wenn sie bei jedem Schritt entweder eine oder zwei Treppenstufen auf einmal nehmen?

Hinweis: Sei p,, die Anzahl der Moglichkeiten, die Sie haben, um eine Treppe aus n Stufen emporzusteigen.
Finden Sie eine Rekursionsformel fiir p,, und bestimmen Sie einige Startwerte von Hand. Beantworten Sie dann
die eigentliche Frage.

Zusatzfrage: Was hat die Folge (p,,) mit der Fibonacci-Folge zu tun?

—— Definition 16.1.7 implizite, explizite, rekursive Angabe einer Folge

Eine Folge ist
o implizit definiert, wenn die anfinglichen Folgeglieder angegeben werden und dem Leser (hoffentlich)
klar ist, wie die Folge weitergefiihrt wird.
o explizit definiert, wenn eine Formel angegeben ist, mit der man das n-ten Folgeglied berechnen kann
(fiir jede natiirliche Zahl n € N).
¢ rekursiv definiert, wenn
— das nullte Folgeglied ag der Folge angegeben ist und
— eine Formel fiir a,, angegeben ist, mit der man a,, aus dem vorherigen Folgeglied a,,_1 berechnen
kann (fiir jede natiirliche Zahl n > 1).
oder wenn allgemeiner
— einige anfingliche Folgeglieder angegeben sind und
— eine Vorschrift angegeben ist, mit der man sukzessive (= nach und nach, der Reihe nach) alle
weiteren Folgeglieder ausrechnen kann.

Beispiel 16.1.8. Alle Folgen in Aufgabe Al sind implizit angegeben. In Teilaufgabe (b) haben Sie die Formel
zur rekursiven Berechnung der Folgeglieder angegeben. In Teilaufgabe (c) haben Sie die Folge explizit angegeben.

Beispiel 16.1.9. Wir geben eine Folge auf alle drei Arten an: &

16.1.10. Das Problem bei der impliziten Angabe einer Folge ist, dass endlich viele Folgeglieder eine Folge
ohne weitere Informationen nicht eindeutig festlegen. (Im Prinzip kann man die Folge beliebig fortsetzen; fir je
endlich viele Folgeglieder kann man stets eine polynomiale explizite Formel finden.)

Wie wir bei der Fibonacci-Folge gesehen haben, kann es bei einer rekursiv gegebenen Folge relativ schwierig

sein, eine explizite Formel zu finden. Fiir gewisse Typen von Folgen gibt es aber Verfahren, solche Formeln zu
finden.
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16.1.11. Es gibt viele Folgen, die sich auf keine der drei Arten beschreiben lassen. Ein Beispiel ist die Folge
der Startkurse einer Aktie (ab einem gewissen Borsentag).

Viele Folgen sind mathematisch auch kaum interessant. Ein Beispiel ist die Folge 4, 4, 4, 4, 4, 5, 6, 4, 4, 4, 3,
...der Wortlangen der Zahlworter «einsy, «zwei», «dreiy», «viery, ... (im Deutschen).

16.2 Arithmetische und geometrische Folgen

16.2.1. Wir befassen uns nun mit den beiden einfachsten Typen von Folgen, den «arithmetischen» und den
«geometrischen» Folgen. Diese beiden Folgentypen tauchen in Anwendungen sehr hiufig auf.

—— Definition 16.2.2  Arithmetische Folge

Eine Folge (a,) heisst arithmetisch, wenn bei jedem Schritt von einem Folgeglied zum néchsten stets

dieselbe Zahl addiert wird, wenn es also ein d € R gibt mit &

Man nennt ag den Startwert der Folge und d die Schrittweite oder die Differenz (zwischen benachbarten
Folgegliedern).

Beispiel 16.2.3. Fiillen Sie die folgende Tabelle aus.

» Die Folge (a,) ist arithmetisch mit Startwert ag = 11 und Schrittweite d = 3.

o Die Folge (b,) ist arithmetisch mit Startwert by = 13 und Schrittweite d = —2.

« Die Folge (s,,) beschreibt die von einem Velofahrer zuriickgelegte Strecke, genauer ist s; die nach ¢ Stunden
zuriickgelegte Strecke in Kilometern. Der Velofahrer hat zur Zeit i = 0 bereits 33 km zuriickgelegt und
fahrt konstant mit 16 km/h.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a;

b;

8i

—— Definition 16.2.4  Geometrische Folge

Eine Folge (g, ) heisst geometrisch, wenn bei jedem Schritt von einem Folgeglied zum néchsten stets mit

derselben Zahl multipliziert wird, wenn es also ein ¢ € R gibt mit &

Man nennt gy den Startwert der Folge und ¢ den Wachstumsfaktor oder den Quotienten (zwischen
benachbarten Folgegliedern).

Beispiel 16.2.5. Fiillen Sie die folgende Tabelle aus.
« Die Folge (g,) ist geometrisch mit go = 3 und g = 2.

o Die Folge (h,,) ist geometrisch mit hy = —% und ¢ = —v/2.

) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
9i

h;
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R Aufgabe A4 Vervollstindigen Sie (mit Bleistift) die beiden Merkeboxen 16.2.6 und 16.2.7.

— Merke 16.2.6

Eine arithmetische Folge (a,) mit Startwert ap und Schrittweite d ist

o implizit gegeben durch &

o explizit gegeben durch &

o rekursiv gegeben durch den Startwert ag und die Rekursionsformel &,

— Merke 16.2.7

Eine geometrische Folge (g,,) mit Startwert go und Wachstumsfaktor ¢ ist

o implizit gegeben durch &

o explizit gegeben durch &

o rekursiv gegeben durch den Startwert gy und die Rekursionsformel &

® Aufgabe A5 Fiir die Definition einer Folge haben wir die drei Mdoglichkeiten «implizit», «explizit» und
«rekursivy kennengelernt. Geben Sie jeweils die beiden anderen Definitionsméglichkeiten an. Geben Sie auch
an, ob die Folge arithmetisch oder geometrisch ist oder ob sie keine dieser Eigenschaften hat.

a) (an) gegeben durch a, =8 —n b) (an) = (3, 6, 12, 24, 48,...)
apg = 0 16
= d - n
¢) (an) {an =ap-1+2n—-1 ) an 2
ap =100
e) (an) = (0,4, >, L, 1, ...) f) (an) = {an —a,_q-1.02

R Aufgabe A6 Bestimmen Sie das nullte Glied (= den Startwert) ag und die Schrittweite d einer arith-
metischen Folge (a,), wenn Folgendes gegeben ist (Gleichungssysteme diirfen mit dem Taschenrechner gelost
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werden):
a) ag=5und a3 = 7. b) a5 = 17 und ag = 32.
¢) ag und ajs d) a, und a,,, wobei m > n
Resultat als Formel, die ag und a2 enthdlt. Resultat als Formel, die an, Gy, n und m enthdlt.
e) ais + asg = 300 und ag = 10. f) as-a3 =24 und aq4 = 13.
g) as = 4ag und ay + ag = 10. h) aq, = 58 und a4, = 10.

R Aufgabe AT Bestimmen Sie das nullte Glied (= den Startwert) go und den Wachstumsfaktor ¢ einer
geometrischen Folge (g, ), wenn Folgendes bekannt ist (ohne Taschenrechner):

a) g5 = 24 und gg = 48 b) g4 = 18 und g¢ = 162
¢) g5 und gio d) g, und g,, mit m >n

R Aufgabe A8 Seien (a,) und (b,) arithmetische Folgen mit (a,,) =7,5,3,... und b, = 5n + 1.

a) Schreiben Sie die beiden Folgen implizit, explizit und rekursiv.

b) Sei die Folge (c,,) definiert durch ¢, = a,, + by,. Schreiben Sie (¢,,) implizit, explizit und rekursiv. Ist (¢,)
arithmetisch?

¢) Sei die Folge (d,,) definiert durch d,, = a,,-b,,. Schreiben Sie (d,,) implizit und explizit. Ist (d,,) arithmetisch?

d) Sei die Folge (e,) definiert durch e, = ayp,. Schreiben Sie (e,) implizit, explizit und rekursiv. Ist (e, )
arithmetisch?

R Aufgabe A9  Sei (a,) eine arithmetische Folge.

a) Im Fall ag = 5 und d = —-1-: Veranschaulichen Sie die Folge (a,) in einem Koordinatensystem, indem
Sie (a,) als Funktion N — R auffassen und deren Graphen zeichnen.

Hinweis: Mit anderen Worten: Fiir jeden Index n € N markiere man den Punkt (n,a,,).

b) Im Fall ag = % und d = —%: Gibt es eine lineare Funktion f(xz) = mx + ¢ mit der Eigenschaft, dass

f(n) = a, fir alle n € N gilt?
¢) Im allgemeinen Fall: Wie hingen der Startwert ag, die Schrittweite d, der y-Achsenabschnitt ¢ und die
Steigung m zusammen?

d) Im allgemeinen Fall: Betrachten sie die drei Félle d > 0, d < 0 und d = 0. Was lisst sich jeweils {iber die
Werte a,, aussagen, wenn n immer grosser wird?

® Aufgabe A10

(a) Veranschaulichen Sie die ersten zehn Folgegelieder der folgenden vier geometrischen Folgen wie in Aufga-
be A9 in einem Koordinatensystem:
e Startwert ag = 1, Wachstumsfaktor ¢ = %;
e Startwert by = 1, Wachstumsfaktor ¢ = —%;
o Startwert cg = 1, Wachstumsfaktor ¢ = 2;
e Startwert dy = 1, Wachstumsfaktor g = —2;
(b) Man verwendet auch die Begriffe «gedampfty, «explosivy, «alternierend» und «monoton» um das Verhal-
ten von Folgen zu beschreiben. Welche dieser Begriffe treffen auf welche dieser vier Folgen zu?
(c¢) Nennen Sie ein Beispiel einer monotonen und explosiven Entwicklung «aus dem normalen Lebeny.

# Aufgabe A11 Gegeben sind zwei arithmetische Folgen (a,,) und (b,) mit Schrittweiten d und e.

a) Zeigen Sie, dass die durch ¢,, = a,, + b,, definierte Folge (c,,) ebenfalls arithmetisch ist und bestimmen Sie
die zugehorige Schrittweite.

b) Sei (f,) die durch f,, = n - a,, definierte Folge. Kann (f,) arithmetisch ein? Falls ja, welche Bedingung
muss die Folge (a,,) erfiillen?

c) Zeigen Sie, dass die durch e, = 2% definierte Folge (e,) geometrisch ist und bestimmen Sie den zu-
gehorigen Wachstumsfaktor g.
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« Aufgabe A12  In dieser Aufgabe lernen Sie, wie man selbst auf die Moivre-Binet-Formel fiir die Fibonacci-
Folge kommen kann (siehe Beispiel 16.1.5).

(a) Wir sagen, dass eine Folge (g,) die Fibonacci-FEigenschaft hat, wenn g, = gn—1 + gn—2 fir alle n > 2 gilt.
Bestimmen Sie alle geometrischen Folgen (g,,) mit go = 1, die die Fibonacci-Eigenschaft haben.
Hinweis: Es gibt zwei solche Folgen; die eine hat einen positiven Wachstumsfaktor ¢ > 0, die andere hat
einen negativen Wachstumsfaktor ¢ < 0.

(b) «Jedes Vielfache einer Folge mit der Fibonacci-Eigenschaft hat die Fibonacci-Eigenschaft.»
Zeigen Sie: Wenn eine Folge (a,) die Fibonacci-Eigenschaft hat, dann hat auch die durch b, = Aa,
definierte Folge (b)) die Fibonacci-Eigenschaft, wobei A € R eine beliebige relle Zahl ist.

(¢) «Jede Summe zweier Folgen mit der Fibonacci-Eigenschaft hat die Fibonacci-Eigenschaft.»
Zeigen Sie: Wenn zwei Folgen (ay,) und (b,) die Fibbonaci-Eigenschaft haben, dann hat auch die durch
¢n = an + by, definiert Folge (c,,) die Fibonacci-Eigenschaft.

(d) Seien (gn,) und (hy,) die beiden geometrischen Folgen aus Aufgabe (a). Zeigen Sie, dass die Summe geeig-
neter Vielfacher dieser beiden Folgen die Fibonacci-Folge ist.
Konkret: Bestimmen Sie zwei reelle Zahlen = und y so, dass f, = z-g, +y-h, fir n =0und n =1
gilt. Dieselbe Gleichung gilt dann automatisch fiir alle n € N, denn beide Seiten haben die Fibonacci-
Eigenschaft.

16.3 Sigma-Notation

— Definition 16.3.1 Summenzeichen ), Sigma-Schreibweise

Um Summen aus mehreren dhnlich aufgebauten Summanden platzsparend aufzuschreiben, nutzt man in
der Mathematik die sogenannte Sigma-Schreibweise mit dem Summenzeichen ), einem grossen grie-
chisches Sigma. Diese Notation ist wie folgt definiert.

> f(E) = fm) + fm+ 1) + f(m+2)+ -+ f(n— 1) + f(n)

i=m

wobei i als Laufvariable (oder Summationsindex) bezeichnet wird und f(¢) ein von dieser Laufvariablen
abhangiger Ausdruck ist; der Ausdruck ¢ = m unter dem Summenzeichen deutet an, dass die Laufvariable
mit dem Startwert m startet; die Laufvariable ¢ wird dann jeweils um 1 erhéht, bis sie beim Endwert n
angekommt.

Die Syntax der Sigma-Notation ist also stets wie folgt:

Endwert
Z Ausdruck, der von der Laufvariablen abhéangt

Name der Laufvariablen=Startwert

Beispiel 16.3.2.

5
D= (=24 (1) + 07+ 17+ 2% + 32+ 42 + 57 = 60

s=—2

. . . 5 . . .
Finden Sie heraus, wie man den Ausdruck Y ._ , s in den TR eingeben kann und berechnen Sie so den Wert
dieser Summe.

In Python gibt das folgende Programm die Liste aller Summanden aus und berechnet die Summe.

liste = [s*x2 for s in range (-2, 6)]
print(liste)
summe = sum(liste)

print (summe)

Konvention 16.3.3. Das Summenzeichen ) «bindet stirker» als das Pluszeichen +, aber schwécher als das
Multiplikationszeichen oder «hoch». Beispielsweise gilt

3 3 3
> 5kl = <Z5-k2>+1:5-12+5-22+5-32+1 £ Y (5-k+1) = (5-12+1)+(5-22+1)+(5-3°+1)
k=1 k=1 k=1

Konvention 16.3.4. Wenn die untere Grenze grosser ist als die obere Grenze, so ist die Summe leer und wird
als 0 definiert. Zum Beispiel gilt Efi 10t =0.
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R Aufgabe A13 Schreiben Sie jede der folgenden Summen ausfiihrlich auf. Ausserdem sind die Summen
23

wie angegeben auszurechnen. Beispiel: Z Vit2=vV124+2+V134+24+ V14 +2+...+V22+2++/23 +2.

1=

12
Der Taschenrechner berechnet dies zu =~ 52.7792244079169.

18 2
a) Z(Jc2 —5) (per TR ausrechnen) b) Z (p3 + 117) (ohne TR ausrechnen)
r=4 p=—2
20 —1
c) Z V10 — 7 (ohne TR ausrechnen) d) Z 1 (ohne TR ausrechnen)
q=15 t=—5
11 2 42
e) Z ap—o (nur ausfiihrlich aufschreiben) f) Z ( Z k2> (mit TR ausrechnen)
b=3 t=0 \k=t—1

16.4 Teilsummen von Folgen

—— Definition 16.4.1 n-te Teilsumme einer Folge

Die n-te Teilsumme (oder Partialsumme) einer | beliebigen | Folge (f,) ist die Summe aller Folgeglieder
mit Indizes vom Index 0 bis zum Index n. Sie wird oft als s,, notiert.

sn=Y fi=fo+tfitfatfs+ -+ for+Ffa
=0

Fiir bel cometrische Folgen aber schon. Das Nahziel ist, dicse Formeln kennenza

16.5 Teilsummen arithmetischer Folgeﬁn

R Aufgabe Al14 Finden Sie eine effiziente Methode, um die folgenden Summen zu berechnen.

(Das Summenzeichen ¥ auf dem Taschenrechner darf nicht verwendet werden, héchstens zur Kontrolle.)

a) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 1000 (jeweils einschliesslich).

=)

) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von 100 bis 200.

¢) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von 1 bis n. vgl. erste Klasse; wie heisst diese Formel?

o,

) Die Summe aller natiirlichen Zahlen von n bis m (mit n < m).

@

) Die Summe aller geraden Zahlen von 2 bis 204.

Lz

) Die Summe aller ungeraden Zahlen von 101 bis 303.

o g) Die Summe aller Folgeglieder einer arithmetischen Folge bis zum Folgeglied mit dem Index 10, wenn
Startwert ag und Schrittweite d gegeben sind.

#h) Die Summe aller Folgeglieder einer arithmetischen Folge bis zum Folgeglied mit dem Index n, wenn aq
und d gegeben sind.

Schreiben Sie all diese Summen mit Hilfe des Summenzeichens > (und eventuell Kontrolle mit TR).

—— Satz 16.5.1 n-te Teilsumme einer arithmetischen Folge

Sei (a,) eine arithmetische Folge mit Startwert ap und Schrittweite d. Thre n-te Teilsumme ldsst sich dann
wie folgt berechnen:

n
Sp = E a; =
=0

In Worten: &
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Beweis. Wir mochten eine Formel finden fiir &

Der Trick ist, diese Gleichung zweimal untereinanderzuschreiben, einmal mit umgekehrter Reihenfolge der Sum-
manden rechts, dann die beiden Gleichungen zu addieren und das Ergebnis nach s,, aufzulésen.&

Die Skizze illustriert den Beweis fir n = 7 (und ap = 3 und d = 2). Zu berechnen ist die olivgriine Fliche links
(das ist s,). Addiert man dieselbe Fliche «andersherumpy, so erhdlt man ein Rechteck der Seitenlingen n + 1
und ag + a,,. Fiir die Rechtecksfléche gilt also 2s,, = (n+1)(ao + ay,), woraus sofort die gewiinschte Formel folgt.

ar =ag+7d
ag = ag + 6d
as = ag + bd
ay = ag +4d
az = ag + 3d
as = ag+ 2d
ay = ag+ 1d

ap = ag + 0d

ap = ag + 0d
ay =ag+ 1d
ay = ag+ 2d
az = ag + 3d
ay = ag + 4d
as = ag + bd
ag = ag + 6d

ar =ag+ 7d

Beachte dabei: Jede Summe a; + a,_; (= Fliche der i-ten Zeile von unten) ist genauso gross ist wie ag + an,
denn wenn man eine Zeile nach oben geht, wéchst die dunkelgriine Flache um d, wiahrend die hellgriine Fléche

um d schrumpft.

O

16.5.2. Wenn wir die arithmetische Folge (a,) = 0,1,2,3,4,5,... betrachten, also a, = 0+ nl = n, so liefert

Satz 16.5.1

ag + an, 0+n
04+ 14243+ 4n=mn+1) ——"

n(n+1)

5 =(n+1) 5

Dies ist die wohlbekannte Gauflsche Summenformel (siehe erste Kanti-
klasse; der Summand 0 spielt keine Rolle)

Si=14+243+4n= w

=0

Der obige Beweis ist eine naheliegende Verallgemeinerung unseres damaligen
Beweises.

Die Zeichnung rechts illustriert die Gauflsche Summenformel fiir n = 7: Die
gesuchte Summe ist die halbe Flidche des Rechtecks mit den Seitenlingen
n=7und n+1=38.

2
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16.5.3. Wir erkléaren zusétzlich, wie man Satz 16.5.1 direkt aus der Gaulschen Summenformel folgern kann.

Nebenbei lernt man dabei, wie man mit dem Summenzeichen ¥ rechnet. Sei (a,,) eine arithmetische Folge. &

Beispiel 16.5.4. Betrachte die arithmetische Folge (a,) mit a,, = 2 + 3n. Bestimme die Summe der ersten 50
Glieder dieser Folge.

Zu bestimmen ist also
ag+ a1 +as+...a49
(Achtung, es wird nur bis a49 summiert, da wir mit dem Index 0 starten.) Mit Satz 16.5.1 erhalten wir

ag + aj; + as + ... ag9 = (Anzahl der Summanden) - (Durchschnitt aus vorderstem und hinterstem Summanden)

2+ (2+3-49) 151

G0t a1y _ g =50 —— = 25151 = 3775

2 2

Beispiel 16.5.5. Wir wollen die Summe aller ungeraden Zahlen von 1 bis 999 berechnen.

=50

Die ungeraden Zahlen bilden eine arithmetische Folge (u,) (warum?). Man ist nun versucht, direkt Satz 16.5.1
anzuwenden, und erhélt

., 1+ 999
1+3+5+---+999:(n+1)% —(n+1) % =500(n +1)
—_—
Durchschnitt

Aber was ist n?

Antwort: n ist der Index des letzten summierten Folgeglieds 999, d. h. die Zahl n mit u,, = 999.

Dazu bendtigen wir die explizite Formel fiir n. Diese ist offensichtlich u,, = ug+nd = 1+2n. Aus u,, = 1+2n =
999 folgt n = 238 = 499.

Damit kénnen wir die gesuchte Summe ausrechnen.

14+3+5+---+999 =500(n + 1) = 500 - (499 + 1) = 500% = 5% - 100? = 250’000

Anschaulicher kann man n wie folgt bestimmen: n 4+ 1 ist die Anzahl der summierten Folgeglieder, d.h. n ist
die Anzahl der «Schritte, um von 1 bis 999» zu kommen. Da die Schrittweite 2 ist, muss man n = 222=1 —

2
% = 499 Schritte machen.

Beispiel 16.5.6 (Verallgemeinerung von Beispiel 16.5.5). Bestimme die Summe aller ungeraden natiirlichen
Zahlen von 1 bis x, wobei x eine fixierte ungerade Zahl ist. (Gesucht ist eine Formel, in der nur z vorkommt.)

Mit u, = 2n + 1 wie oben folgt aus x = u, =2n+ 1, dass n = ””T_l Also gilt

Satz 16.5.1 Uo + Up, z—1 1+ r—142 1+=x r+1)\?2

14345+ +(x—-2)+z n+1)

2 2 2
Probe durch konkrete Werte:

o Fiir x = 999 liefert diese Formel (102&)2 = 5002, also dasselbe Ergebnis wie im vorigen Beispiel 16.5.5.

o Fir x = 15 liefert diese Formel 1 4+3+5+7+9+ 11+ 13+ 15 = (%)2 = (%)2 = 82. Dies stimmt.
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— Merke 16.5.7 Summe ungerader Zahlen (startend bei 1) ist Quadratzahl

Die Summe aller ungeraden Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen ungeraden
Zahl ist stets eine Quadratzahl.

In der Zeichnung rechts ist beispielhaft die Gleichheit
14+3+54+7+9+11+13+15=8

illustriert.

(Diese Zeichnung ist auch eine gute Merkhilfe.)

Beweis: Siche Beispiel 16.5.6 fiir eine genauer Aussage.

16.5.8. Die (vermutlich recht iiberzeugende) graphische Illustration von Merke 16.5.7 kann man iibrigens wie
folgt in einen strengen Beweis verwandeln. Jedes Basisquadrat hat die Seitenlénge 1.

Beobachtungen:

o Von jedem «dick gezeichneten» Quadrat zum néchsten kommt (als Flache) die «nichste» ungerade Zahl
hinzu, denn die Differenz zweier aufeinanderfolgender Quadrate ist (m + 1) — m? = 2m + 1.
Wir nennen diese hinzukommenden Flachen « Winkel». Sie sind in der Zeichnung einfarbig dargestellt.

e Der «Winkel» aus 15 Boxen hat die Seitenlédnge % =8.

Allgemein hat der Winkel aus « Boxen die Seitenlinge ”“{1 .

Ordnet man nun alle Winkel bis zum Winkel mit 2 Boxen wie in der Zeichnung angedeutet an, so erhélt man ein
Quadrat. Die Flache dieses Quadrats kann man auf zwei Arten berechnen: Zum einen iiber die iibliche Formel

zu (2 )2, zum anderen als Summe der Flichen aller beteiligten Winkel zu 1 +3 + 5+ - - - + 2. Dies zeigt die

Formel 14+34+5+---+2 = (%)2 aus Beispiel 16.5.6.

R Aufgabe A15

(a) Berechne die Linge der rechts abgebildeten Spirale. Sie startet an dem markiertem
Punkt innen. Die erste Strecke ist eine Einheit lang. Bei jedem Abbiegen wichst die
Strecke um 0.1 Einheiten. Insgesamt besteht die Spirale aus 20 Strecken.

Loésung: 39 ——

(b) Wie lang ist die allgemeine Spirale dieser Form aus m Teilstrecken, wenn die erste
Strecke die Lange ¢ hat und die Streckenlénge beim Abbiegen jeweils um d wéchst?

Losung: m/l + 7'""(";_1) d

R Aufgabe A16

(a) Gegeben sind 10 konzentrische Kreise (d.h. Kreise mit demselben Mittel-
punkt). Der kleinste Kreis hat den Radius r = 7, der grosste Kreis hat den
Radius R = 20.5. Die Kreisradien wachsen von einem Kreis zum néchsten
Kreis um dieselbe Lange.

Bestimme die Summe der Umfénge aller Kreise. Losung: 2757

(b) Gegeben sind m konzentrische Kreise. Der kleinste Kreis hat den Radius
r, der grosste Kreis hat den Radius R. Die Kreisradien wachsen von einem
Kreis zum néchsten Kreis um dieselbe Léange.

Bestimme die Summe der Umfénge aller Kreise als Formel in Abhéngigkeit
von m, r und R. Losung: mm(r + R)

R Aufgabe A17  Mit Hilfe von Satz 16.5.1:

a) Berechne die Summe 2 +4 +6 + --- 4+ 1000. Losung: 250’500
(a) g

(b) Sei z eine gerade Zahl. Berechne die Summe aller geraden Zahlen von 2 bis z. Losung: %
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R Aufgabe A18 Berechnen Sie die fehlenden Grossen in der folgenden Tabelle. Dabei ist (a,,) eine arith-
metische Folge mit Startwert ag und Schrittweite d und s, ist ihre n-te Teilsumme.

Setzen Sie zum Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen den Taschenrechner ein.

a) b) c) d) e) f)
aop 1.2 404 1.8 207
d 2.1 -7 5.2 0.05
n 19 60 45
an -9 107 0
Sn, 123 2196 4059 207

Quelle: Erhard Rhyn, Analysis, A16, S. 3, angepasst fir mit dem Index Null startende Folgen

16.6 Teilsummen geometrischer Folgen

—— Satz 16.6.1 n-te Teilsumme einer geometrischen Folge

Sei g # 1 eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt: & wichtig, bitte Formel oder besser Herleitung merken!

Insbesondere gilt: Sei (g,,) eine geometrische Folge mit Startwert gy und Wachstumsfaktor ¢ # 1. Dann lasst
sich ihre n-te Teilsumme wie folgt berechnen.

n
Sn:Zgi:%
i=0

Beweis. Wir mochten eine Formel finden fir &

Der Trick ist, diese Gleichung und ihr g-Faches geeignet untereinanderzuschreiben, die Differenz zu bilden und
das Ergebnis nach S aufzulésen.®&

Variation des Beweises: Man kann auch direkt S =1+ --- + ¢" mit (1 — ¢)m multiplizieren und erhélt S(1 — ¢) = 1 — ¢"*! (eine wissenswerte Faktorisierung der rechten Seite). D

Beispiel 16.6.2. Summe von Zweierpotenzen.

14244484 +512+41024=20+2' 422 423 ... 429 4 210
1_211
=—4—9 (nach Satz 16.6.1)
1_211
-1
:211_1

Allgemeiner gilt (mit dem analogen Beweis) 1 +2+4 + .-+ + 2" =27+t 1,

In Worten: Die Summe der ersten Zweierpotenzen ist stets die néchste Zweierpotenz minus Eins.
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Beispiel 16.6.3. Wir berechnen die 10-te Teilsumme (also 11 Summanden) der alternierenden geometrischen
Reihe mit Startwert 1 und Wachstumsfaktor —% mit Satz 16.6.1 («alternierende Folge» bedeutet: Folgeglieder
abwechselnd positiv und negativ).

2,48 220 2°+ 21+ 2"’+ 2\
39 27 39 7 310 3 3 3 3
2 \10+1
_ - F)
2
L-(=%)
RGO 1—(-1)-2x
= 2 = 5
T+ 5 El
3 211 211
=2 . (1 = ~ 0.6069
5<+311> 5+3105
R Aufgabe A19 (ohne Taschenrechner; Hilfen: 36 = 729, 37 = 2187)
(a) Berechne die Summe aller Dreierpotenzen von 1 bis 729. 1093
(b) Berechne die Summe aller Dreierpotenzen von 1 bis 3™. %
(¢) Berechne die Summe aller Potenzen von g von 1 bis 7243 ?729
(d) Berechne die Summe aller Potenzen von % von 1 bis A %s f
(e) # Berechne die Summe aller Potenzen von % von 1 bis ( ) 527“ -2
(f) # Berechne die Summe aller Potenzen von —-3- von 1 bis (—%)n 2 — (-1"*! 3”1:1
R Aufgabe A20 (ohne Taschenrechner zu lésen; gute Ubung zum Bruchrechnen)
Betrachten Sie die geometrische Folge (g,) = 1, 4, 4, &, <&, . .. der Potenzen von --.
(a) (i) Berechnen Sie die 10-te Partialsumme sjo. 2 — 5 = 2%
(ii) Berechnen Sie die n-te Partialsumme s, = 37 (+)". 2— 5 = 2121131
(iii) Was passiert mit s,, fiir n — oo (d.h. wenn n immer gr('jsser Wird)
(b) (i) Berechnen Sie die Summe aller «Einhalbpotenzen» von - bis 3= auf die beiden folgenden Weisen.
63
20438

o Als Differenz zweier geeigneter Teilsummen der obigen geometrischen Folge (g,,) (verwenden Sie
dabei das Ergebnis von Teilaufgabe (a).(ii)).
e Als Teilsumme der geometrischen Folge mit Startwert 6 + und Wachstumsfaktor 7.
(ii) Fir beheblge naturhche Zahlen m, n mit m < n, berechnen Sie die Summe aller «Einhalbpotenzen»

1 1
von —— bis 2n . Sm-T T on

R Aufgabe A21 Berechnen Sie die fehlenden Grossen in der folgenden Tabelle. Dabei ist (g,,) eine geome-
trische Folge mit Startwert gy und Wachstumsfaktor ¢ und s,, ist ihre n-te Teilsumme.

a) b) c) d) e) f)
% 1 6 4 40
In 13122 5.8564 -625 0.16
n 7 11 4 3 5
q 2 3 -3 0.2
Sn 398580

Quelle: Erhard Rhyn, Analysis, A21, S. 3, angepasst fiir Null basierte Folgen.

R Aufgabe A22

In der Zeichnung ist eine Folge Qg, @1, ... von nebeneinanderliegen-
den Quadraten dargestellt. Quadrat @y hat die Seitenldnge 1. Von
jedem Quadrat zum néchsten wird die Seitenlénge halbiert.

(a) Berechne die tiirkis gefarbte Fliche Fs. % — 51()4 = ZZ Qo
(b) Berechne die Fliche F,, der Quadrate von Qg bis Q. % - 5%
Was passiert mit F),, wenn n immer grosser wird? Qi
(¢) Berechne den Umfang Us der tiirkis gefarbten Figur (die Stre- T‘—“h
cken in denen sich aufeinanderfolgene Quadrate beriihren, soll
hierbei nicht mitgezihlt werden). 6— =2
(d) Berechne den Umfang U, der Figur, die von den Quadraten von
Qo bis Q,, gebildet wird. 6 — 5y

Was passiert mit U,,, wenn n immer grosser wird?
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16.7 Reihen
—— Definition 16.7.1 Reihe

Gegeben sei eine (beliebige) Folge (ay,).

o (Definition 16.4.1 wiederholt) Die n-te Teilsumme (oder n-te Partialsumme) dieser Folge ist &

Beachte: Die Summe besteht aus n+1 Summanden, ndmlich den Folgegliedern mit den Indizes 0, ..., n.
o Die zugehorige Reihe (s,,) ist die Folge dieser Teilsummen.

Explizit: &

Implizit: &

Rekursiv: &

Beachte: Die Reihe (sy,) legt die Folge (a,) fest, denn ag = s¢ und a,, = s, — sp—1 (Folge der Differenzen).

o Startet man mit einer arithmetischen Folge, so heisst die zugehorige Reihe arithmetische Reihe.
e Startet man mit einer geometrischen Folge, so heisst die zugehorige Reihe geometrische Reihe.

16.7.2. Beachte: Jede Reihe ist eine Folge. Das Wort Reihe soll deutlich machen, dass man mit einer Folge
startet und dann an der Folge der Teilsummen dieser Folge (= der zugehérigen Reihe) interessiert ist.!

Beispiel 16.7.3 (Reihe zu Folge, die weder arithmetisch noch geometrisch). Sei (p,,) die Folge der Primzahlen
und (s,) die zugehorige Reihe. Die Folge der Primzahlen ist weder arithmetisch noch geometrisch.

Po b1 b2 b3 Y2 Pps Ps pr ps

S0 S1 82 83 54 S5 56 87 58

Beispiel 16.7.4 (Reihe zu arithmetischer Folge = arithmetische Reihe). Sei (a,) die arithmetische Folge mit
Startwert ap = 10 und Schrittweite 3 und (s,,) die zugehorige (arithmetische) Reihe.

Qg al ag as a4 as Qg N (07

S0 S1 S92 S3 S4 S5 S6 ce Sn

1Was nun folgt, mag beim ersten Lesen verwirren: Umgekehrt ist jede Folge (f5) auch eine Reihe: Sei (dy,) die «Differenzenfolge»
von (fyn), definiert durch dg = 0 und dn = fn — fn—1 fiir alle n > 1. Dann ist f, die n-te Teilsumme von (dn), also ist (fn) die
Reihe zu (dn).
Beispiel: Die Folge (fn) = (2,3,5,7,11,13,...) der Primzahlen ist die Reihe zur ihrer Differenzenfolge (2,1,2,2,4,2,...).
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Beispiele 16.7.5.

o geometrische Folge (g,,) mit go = 1 und (allgemeinem) ¢ als Wachstumsfaktor und zugehoriger (geometri-
scher) Reihe (s,,).

90 g1 g2 gs ga . dn

S0 S1 S92 S3 Sa . Sn

 geometrische Folge (g,) mit go = 1 und ¢ = 2 und zugehoriger (geometrischer) Reihe (s,,).

go g1 g2 gs ga gs ge <. gn

S0 S1 S92 S3 Sa S5 S6 P Sn

o geometrische Folge (g,) mit go =1 und ¢ = % und zugehoriger (geometrischer) Reihe (s,,).

9o 91 92 93 94 95 9o e 9n

So S1 S92 S3 Sa S5 Sg . Sn
« geometrische Folge (g,) mit go = 1 und ¢ = ——- und zugehériger (geometrischer) Reihe (s,,).

9o g1 92 93 94 95 ge e In

S0 S1 S92 S3 Sq S5 Se e Sn
o geometrische Folge (g,) mit go = 1 und ¢ = —2 und zugehoriger (geometrischer) Reihe (sy,).

go g1 92 93 94 95 ge e 9n

So S1 S92 S3 Sa S5 S6 . Sn

16.7.6. Wir werden uns spéter genauer mit der Konvergenz von Folgen (und Reihen, die ja auch Folgen sind)
und dem Begriff des Grenzwerts beschéftigen und diesen auch exakt definieren. Hier vorerst eine etwas informelle
Definition.

—— Definition 16.7.7 Konvergenz, Divergenz, Grenzwert — informelle Definition

Wenn sich eine Folge einer reellen Zahl immer besser ndhert, so nennen wir diese Zahl den Grenzwert oder
Limes der Folge und sagen, dass die Folge gegen diese Zahl konvergiert.

Man sagt, dass eine Folge divergiert, wenn sie nicht konvergiert. (Divergenz = Nicht-Konvergenz)

Da jede Reihe eine Folge ist (Erinnerung: Reihe = Teilsummenfolge) spricht man auch von der Konver-
genz/Divergenz einer Reihe und dem Grenzwert einer Reihe.
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— Satz 16.7.8 Konvergenzkriterium fiir geometrische Reihen

Betrachte die geometrische Reihe zu einer geometrischen Folge mit Wachstumsfaktor ¢ (und Startwert
g0 # 0; der Fall gg = 0 ist langweilig). Dal’ll’l gilt.
e im Fall |¢| < 1 (also —1 < ¢ < 1) konvergiert die geometrische Reihe gegen den Grenzwert gq -

man schreibt
o0
& 1
Z goq" =90 7
k=0 q

e im Fall |¢| > 1 (also ¢ < —1 oder ¢ > 1) divergiert diese geometrische Reihe, es existiert also kein
Grenzwert.

1 .
1—q

Beweis. Wir haben gesehen (Satz 16.6.1), dass das n-te Glied unserer geometrischen Reihe (im Fall ¢ # 1)
gegeben ist durch

1—g¢"t! 1 1
2901 — 90
—q

Wir mochten wissen, was mit diesem Ausdruck fiir n — oo geschieht (fir fixiertes ¢ und go).
1
1—q
zweiten Summanden auf).

n+1

sn=090-(1+q+a+ - +¢")=go- g

1—¢q 1—¢q

Beachte, dass gg unabhéngig von n ist (dieser Ausdruck taucht als erster Summand und als Faktor im

Im Fall |¢| < 1 konvergiert ¢"*! fiir n — oo gegen Null. Damit konvergiert der zweite Summand ebenfalls gegen
Null, und der erste Summand ist der gesuchte Grenzwert.

Im Fall ¢ > 1 wird ¢"*! beliebig gross («Grenzwert ist co»), weswegen der zweite Summand ebenfalls beliebig gross oder beliebig klein («Grenzwert +o0o oder —oo»)
wird; also hat s,, keinen Grenzwert.

Im Fall ¢ < —1 wird ¢"*! vom Betrag her beliebig gross (genauer wechselt dieser Ausdruck stéindig sein Vorzeichen (alternierend) und somit existiert auch hier kein
Grenzwert von $,.

Die beiden Fille ¢ = 1 und ¢ = —1 betrachtet man separat. Im Fall ¢ = 1 ist klar, dass die Folge

so=1, s1=14q¢g=14+1=2, so=1+4+q¢+¢@>=141+1=3, ..., s, => ¢F=> 1=(n+1),

divergiert und dasselbe gilt dann auch, wenn man diese Folge mit gg # 0 multipliziert. Im Fall ¢ = —1 ist die Folge

so=1, s1=14+¢g=1-1=0, so=1+4+qg+¢*=1-14+1=1, s3=1+q+¢*+¢* =0,

abwechselnd +1 und 0 ist und deswegen divergiert. Multiplikation mit go # 0 &ndert nichts an der Divergenz.

O
R Aufgabe A23 Das dussere Quadrat in der Zeichnung habe eine Seitenlinge von 8 cm.

(a) Wie gross ist die rote/schraffierte Fliache? Das heisst, die Gesamtfliche der
neun roten Dreiecke?
(b) Wie gross ist die Gesamtfliache dieser Dreiecke, wenn man statt neun Drei-
ecken unendlich viele in dieser Art gebildete Dreiecke betrachtet?
(c) Wie gross ist der Umfang dieser unendlich fortgesetzten Figur?
Quelle: Erhard Rhyn, Analysis, A107, S. 12

R Aufgabe A24 Die Kochsche Schneeflocke ist wie folgt definiert:

o Man startet mit einem gleichseitigen Dreieck (3 Strecken) mit Seitenlédnge s = 1 (Schritt 0).
e Man wiederholt folgenden Schritt:
— Jede Strecke wird in 3 gleich lange Strecken unterteilt (Punkte A, B, C, D). Der mittlere Teil BC
wird entfernt und durch zwei Strecken BE und EC ersetzt, wobei ABEC gleichseitig ist. Der Punkt
FE wird so gewéhlt, dass die Spitze F «nach aussen zeigt».

a) Skizzieren Sie die Figuren nach dem nullten, ersten, zweiten, dritten und vierten Schritt.

b) Berechnen Sie die Umfinge Uy, Uy, Us, Us der ersten vier Figuren, d.h. die Gesamtlinge aller Strecken
der ersten vier Figuren. Finden Sie dann eine Formel, um den Umfang U,, der Figur nach n Schritten zu
berechnen.

¢) Berechnen Sie die Flicheninhalte Ay, Ay, As, Az der ersten vier Figuren. Finden Sie dann eine Formel,
um den Flacheninhalt A, nach n Schritten zu berechnen.

d) Wenn die Anzahl Schritte n immer grosser wird, was passiert mit dem Umfang und dem Flicheninhalt?
Finden Sie ein dhnliches Phanomen aus dem «Alltag»?
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16.8 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu A1l cxintro-klassifikation

(a)

7,9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, ...
1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, ...
1, —3,9, —27, 81, —243, 729, —2187, 6561, —19683, . ..

8 4 2 1 1 1

(2) 32,27,22,17,12, 7,2, -3, -8, ...
4 8 10 14 16 p 20

(4) 5727 3 ?a47 3 ?7()7 3
(6) 0,1,4,9,16, 25, 36, , 49, 64, 81, 100, ...

3 3 C 5
(8) 37 2 07 2 _37 _5)7 _67 _1‘77
(10)1, -1,1, -1,1, -1, 1, ~1,1, —1, ...
(12)12,9, 7, 6,6, 7,9, 12, 16, 21, 27, 34, 42, 51, . .

Ap = Gp—1 + An—2

(1) an=anp-1+2

3) ap=ap_1-2

(5) an =an—1-(=3)

() an =ap—1- é = Qp_1- %
9)

(

(1) ap=7+2n

(3) an =2"

() an=(=3)"

0 = ()

) oo CEY Y

(11) a,, = 1600 — 800 - (+)"

Ay =Ap_1— D
2
Ay = Ap_1 + 3

ap =ap—1+ (2n—1

(2) an =32 —5n
(4) ap="4++—2"n
(6) an =n?

(8) an=3—-3"-n

(10) ap = (—1)"

(12) ap = 4+n? — Tn+

) oder a, (‘/an_l + 1)2

12

(d) Folgen (1), (2), (4) und (8): Bei jeder dieser Folgen wirst stets dieselbe Zahl addiert (oder subtrahiert).
(Subtraktion einer Zahl d ist dasselbe wie Addition der Zahl —d.)
Folgen (3), (5), (7) und (10): Bei jeder dieser Folgen wird stets mit derselben Zahl multipliziert (oder
durch dieselbe Zahl dividiert). (Division durch eine Zahl g # 0 ist dasselbe wie Multiplikation mit der

Zahl L)
q

*Lﬁsung zu A2 ex-binet-formel-nachrechnen
Moivre-Binet-Formel:

1+45

1—

w(

) - (52

11. September 2025

16-i

https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 3. Klasse
Folgen und Reihen — T @ BY-SA . Blochliger, S. Knaus, O. Schnirer

Fir n = 0 erhalten wir

(455 (55

Fir n = 1 erhalten wir

e () - (59)

1 <1+\/5_ 1—\/5>

NG 2 2
1 14+v5-1+V6
- .
1 2vB
-5 2

Fir n = 2 erhalten wir

b= 1 1++5 2_ 1—v5\°

N 2 2
1 1+2V5+5 1-2V5+5 .

= — nach binomischen Formeln
VG 1 1

_ 1 45

=% T

=1

Fir n = 3 erhalten wir

e (59 -(59))

5
= 1 ( 1+3v5+3-5+5v5 _ 1= 3V6+3-5-5v5 ) Formel fiir (a + b)® aus Pascal-Dreieck, siche unten
NG 8 8
1 6V5+10V5
= . <
1 16v5
=% 2
=2

Die «dritten» Zeile des Pascalschen Dreiecks ist 1,3, 3, 1. Daraus erhélt man die Formel
(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°

Diese wenden wir oben an fiir a = 1 und b = /5 bzw. fiir a = 1 und b = —+/5. (Beim zweiten Term kann man
auch (a — b)3 = a® — 3a®b + 3ab® — b verwenden.)

R Losung zu A3 cx-treppensteigen-und-fibonacei

Bei jeder Besteigung einer Treppe aus n Stufen ist der letzte Schritt entweder ein Ein-Stufen-Schritt oder ein
Zwei-Stufenschritt. Dies bedeutet, dass jede solche Besteigung entweder von einer Besteigung einer n— 1-stufigen
Treppe herkommt oder von einer Besteigung einer n — 2-stufigen Treppe. Also gilt

Pn = Pn—1+ Pn—2
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Diese Formel stimmt natiirlich nur fir n > 2.

Sicherlich gelten pg = 1 (denn es gibt genau eine Moglichkeit, eine 0-stufige Treppe zu erklimmen) und p; = 1.
(Wer pg = 1 nicht mag: Sicherlich gilt ps = 2.)
Damit erhalten wir sukzessive

po=1,p1 =1,p2 =2,p3 =3,pa =5,p5 = 8,ps = 13,p7 = 21,ps = 34,pg = 55,p10 = 89, p11 = 144, p12 = 233, p13 = 377, p14 -
oder kompakter aufgeschrieben

(pn) = 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597

Also gibt es 1597 Moglichkeiten, eine 16-stufige Treppe mit Einser- und Zweier-Schritten zu besteigen.
Zusammenhang zur Fibonacci-Folge: Es gilt p,, = f, 11, die Folgen sind nur um eine Position verschoben.

™ T o2
‘X Losung zu A4 ex-arithmetische-und-geometrische-folgen-explizit-und-rekursiv-angeben

siehe Lehrerversion des Skripts

R Losung zu A5 cxcxplimplrex

a0:8

a) (an)=28,7,6,5,4,3,... und (a,) = { Die Folge ist arithmetisch.
a

n=0ap_1 —1 furallen >1.

=3
a0 - Die Folge ist geometrisch.
Ap = Qp—1 -2 furallen > 1.

b) a, =3-2" und (an):{

c) (a,) =0,1, 4,9, 16, 25, 36, ... und a, = n?. Diese Folge ist weder arithmetisch noch geometrisch, denn
die Differenzen bzw. Quotienten aufeinanderfolgender Folgeglieder sind nicht konstant. (Man sagt, dass
diese Folge eine «arithmetische Folge 2. Ordnung ist, weil ihre Differenzenfolge (= Folge der Differenzen)
1,3,5,7,... eine arithmetische Folge ist).

=16
d) (an)=16,8,4,2,1, —, ... und (a,) = @0 = L . Die Folge ist geometrisch.
n=0an_1-— firallen>1.
_ 2"-1 _ 1 _ 1\™ ap=0 . .
e) ap =257+ =1-5-=1-(%)" und zB. . . Die Folge ist
Ap = Qp_1 + 2" fur alle n > 1.

weder arithmetisch noch geometrisch. Sie ist die Folge der Teilsummen einer geometrischen Folge.

f) (an) =100, 102, 104.04, 106.1208, ... und a, = 100 - (1.02)". Die Folge ist geometrisch.

%Lﬁsung zu A6 ex-param-arithmetisch
Generell gilt a,, = ag + nd.
Setzt man die gegebenen Grossen ein, ergibt sich ein Gleichunggsystem fiir ap und d.

a) 5 =as = ap+ 2d und 7 = as = ag + 3d. Zieht man die erste von der zweiten Gleichung ab, erhélt man
2 = d. Nun 16st man as = ag + 2d = ag + 4 nach ag auf und erhélt ag = a9 —4=5—4=1.

b) 3d = ag — a5 = 15, also d = 5. Dann ist a9 = a5 — 5d = —8.
c) d= 2% und ap = ag — 8d = ag — 2(a12 — ag).
d) d= == und a9 = a,, — nd = a, — n-*m="n

ag + 15d + ag + 20d = 300, also 20 + 35d = 300, also 35d = 280, also d = 23 = 8.
{ (ao + 2d)(a0 + 3d) =24

RS

ag + 4d =13
Wer dieses Gleichungssystem von Hand 16sen will: Verwende das Substitutionsverfahren: Lose die zweite
Gleichung nach ag auf und ersetze ag in der ersten Gleichung entsprechend. Dies liefert eine quadratische
Gleichung fiir d, die man mit der Mitternachtsformel 16sen kann.

Die Losungen dieses Gleichungssystem sind ag = —7 und d = 5 oder ag = —45 und d = %.
) (ap+2d) = 4(ap+ 6d)
8 1 (ap+2d)+ (ao+3d) = 10
Losung: ap = 22290 ,d= _W
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h) Es gilt a, = ag+n-d. Fiir n wird nun a3 eingesetzt, und dieses dann auch mit ag und d ausgedriickt (und
ao+a3~d:ao+(ao+3d)~d = 58

apg+ag-d = 10
Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab, erhilt man 3d? = 48, was d = 4 ergibt. Also sind die

fiir die zweite Gleichung ag fiir n eingesetzt): {

Loésungen erstens d = 4 und ap = 2 und zweitens d = —4 und a9 = — 130 . Die zweite Losung ist streng
genommen keine Losung, weil ag = —1—30 +3-(—4) = —% gilt und dann die Gleichung a,, = 58 in der
Aufgabenstellung zu a_ a6 wird, was keine sinnvolle Bedingung ist, denn eine Folgeglied mit dem Index

—% existiert nicht. Verallgemeinert man die Folge aber auf die rellen Zahlen (erlaubt also reelle Zahlen

als Indizes), so erhilt man ganz einfach eine lineare Funktion und auch die zweite Losung ist sinnvoll.
Fiir das effiziente Losen mit dem Taschenrechner wird zuerst die Funktion a wie folgt definiert:
ap + nd — a(n)

Danach koénnen die Gleichungen wie in der Aufgabe eingegeben werden und nach ag und d aufgelést werden.
Es muss einfach jeweils a, durch a(x) ersetzt werden.

R Losung zu AT ex-param-geometrisch

a) q= 9% = 33 =2 (denn es gilt g, = go - ¢, also speziell g5 = go - ¢° und g5 = go - ¢° und dividiert man
die erste durch die zweite Gleichung, erhiilt man die behauptete Gleichheit). Daraus folgt go = g5 - ¢~ ° =
24 4 =2,

b) ¢* = g—i = % =9, also ¢ = £3. Daraus folgt go = g4 - ¢~ * = 18- (£3)~* = % = %

c) Wenn g5 # 0 gilt, so muss auch gjp # 0 gelten. Aus ¢° = 22 folgt ¢ = ¢ ggi wenn f;% > 0 und

gs 5
q=—{/—-4%- wenn -2 < 0. Dann gilt go = g5 q°

Wenn g5 = 0 gilt, so muss auch g;9 = 0 gelten; in diesem Fall gilt ¢ = 0 und der Startwert gy konnte
beliebig sein.

d) Falls g, # 0 gilt, folgt ¢™ " = z—m. Wenn m — n ungerade ist: ¢ kann berechnet werden (dhnlich wie in

der vorigen Aufgabe). Wenn m — n gerade ist: ¢ kann genau dann berechnet werden, wenn % > 0 gilt.

n

n

Wenn g berechnet werden kann, gilt g = g, - ¢7".
Im Fall g, = 0 folgt auch g,,, = 0 und ¢ = 0.

%Lﬁsung zu A8 ex-folgen-verknuepfen

=7
a) Explizit: a, =7 —n-2 =7 — 2n und rekursiv: (a,) = a0 .
ap = Ap_1 — 2 furallen > 1.
by =1
Implizit: (b,) =1, 6, 11, 16, 21, ... und rekursiv: (b,) = 0 .
b, =b,_1+5 firallen>1.

=8
b) Implizit: (¢,) = 8, 11, 14, 17, .. .. Explizit: ¢, = 84n-3 = 8+3n und rekursiv: (¢,) = €0 ~
Cp =cCp_1+3 firallen > 1.

Die Folge ist arithmetisch mit Schrittweite 3.
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¢) Implizit: (d,) =7, 30, 33, 16, —21, —78, ... und explizit: d,, = ap - b, = (7T—2n) - (bn+1) =350+ 7 —
10n? — 2n = —10n? + 33n + 7. Die Folge ist nicht arithmetisch. Sie kénnte als «quadratisch» bezeichnet
werden (oder genauer als arithmetisch 2. Ordnung).
Zusatzinformation: Betrachtet man die Differenzfolge (Folge der Differenzen aufeinanderfolgender Glieder)
erhélt man 23, 3, —17, —37, —57,... also eine arithmetische Reihe mit d = —20 und ag = 23. Damit lasst
sich eine rekursive Definition finden, indem man entweder die Differenz aus n berechnet oder aus den zwe?

Vorgéngergliedern:
dy =7

(d)=14" oder
dp,=dp-1+23—-(n—1)-20)=dp—1 +23—-20n+20=d,,—1 + 43 — 20n
do =17

(dn) = ¢ dy =30
dp =dp-1+ (dp—1 —dp—2) — 20 (hinzu kommt die um 20 verringerte Differenz der Vorgéangerglieder)
Alternative: Aus dem Ansatz d, = d,_1 + t erhdlt man t = d,, — d,,_1 und daraus mit der expliziten
Formel ¢ = (—10n? +33n +7) — (=10(n — 1)> + 33(n — 1) + 7) = —20n + 43, also die obige Losung.
(unerwiinschte) Alternative: Die explizite Angabe kann man auch als rekursive Angabe ansehen, bei der keine vorherigen Folgeglieder auftauchen.
d) Das einfachste ist die explizite Definition, indem man die expliziten Definitionen der Folgen (a,,) und (b,,)
einsetzt:
en=2ap, =7—2b,=7—-2bn+1)=7—10n—2=5—10n
Implizit: (e,) =5, =5, =15, =25, ....
Rekursiv: (e,,) = =5
e, =€n_1 — 10
Die Folge ist arithmetisch mit d = —10.

™ T o2
‘x Losung zu Ag ex-arithmetische-folge-lineare-funktion

" f@) -

[NIES
+
[NI[S]

a2

as

1 n
as

0 "
ay

—1 s

a) -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

b) Ja, némlich f(z) = — 42+ 2
¢) Es gelten d = m und ag = ¢:

Die Schrittweite d ist gleich der Steigung m = %7 denn wenn man zwei benachbarte Indizes anschaut,
gelten Az =1 und Ay =d.
Der Startwert aq ist der y-Achsenabschnitt g.

d) Wenn d > 0 werden die Glieder beliebig gross.
Wenn d < 0 werden die Glieder beliebig klein.
Wenn d = 0 sind alle Glieder gleich.

*Lﬁsul’lg zu A].O ex-visual-behavior

11. September 2025 16-v https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 3. Klasse
Folgen und Reihen — T @ BY-SA . Blochliger, S. Knaus, O. Schnirer

1 1
9= 3 ==
1 4 T T 1 A4 T T
0.8}
0.5 i
0.6 *
° 0+ ° o ® o o o o
.
04}
° —0.5 . g
0.2}
°
°
0 1 1 1 d [ ] 'Y Y Py r's 71 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
a
(a) g=2 q= -2
T T 1,000 T *—
1,000 - ®
800 + N 500 + i
°
600 5
[ ] OF © o o o © * N
400 | . *
200 |- ¢ 7 ~500 - . |
°
0f @« ¢ o o o ©® ¢ i
| | | | | ! —1,000 & ! L ! | [
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

(b) Fir |g] < 1 spricht man von «geddmpften» Verhalten, fir |¢g| > 1 von «explodierendemy Verhalten.
Ebenso wird fiir ¢ < 0 das Verhalten «alternierend» und fiir ¢ > 0 «mononton» genannt. Die beiden
linken Graphen sind monoton, die beiden rechten alternierend. Die beiden oberen Graphen sind gedampft
und die beiden unteren sind explosiv.

(¢) Guthaben auf einem Sparkonto bei der Bank: Konstantes prozentuales Wachstum (Zinssatz p > 0, Wachs-
tumsfaktor ¢ = 1 + p) ist ein Beispiel von monotonem und explodierendem Verhalten.

ﬁLﬁSU.l’lg zu All ex-folgen-verknuepfen-allgemein
Die Folgen sind explizit durch a,, = ag + nd und b,, = by + ne gegeben.

a) ¢n = ap+by, = ag+nd+by+ne = (ag+by)+n(d+e). Damit ist (¢,,) arithmetisch mit Startwert ag + bo
und Schrittweite d + e.

b) fn=n-a,=n-(ag+n-d) =n-ap+n?-d.
Wenn f, arithmetisch ist, miissen insbesondere der Schritt von fy zu f; und der Schritt von f; zu fs
gleich gross sein, in Formeln

fi—=fo=fa—h
Wegen fo =0 und f; = ag + d und fo = 2a¢ + 4d muss also

f1*f0:ao+d£f2*f1:ao+3d

gelten d. h. ag +d = ag + 3d, also d = 0. (In diesem Fall ist f,, die «Nullfolge» (= alle Folgeglieder sind
Null). Die Nullfolge ist offensichtlich arithmetisch.)

Alternative Begriindungen:

Saloppe Begriindung: Im Allgemeinen ist (f,) wegen des quadratischen Terms n? nicht arithmetisch.
(Wird n um 1 erhoht, wichst die Folge nicht konstant, sondern umso mehr, je grosser n ist).

Damit die Folge arithmetisch ist, darf kein n? mehr vorkommen, d.h. es muss d = 0 gelten. Das ist der
Fall, wenn die Folge (a,) die konstante Folge ag, ag, ag, . .. ist (d.h. alle Folgeglieder sind gleich).
Genaue Begriindung: Genau dann ist (a,,) arithmetisch, wenn f, 11 — fn = (n+1)-ag+ (n+1)?-d— (n-
aop+n?-d) = ag+ 2nd + d konstant, d.h. unabhiingig von n sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn d = 0
gilt.

c) e, = 29 = 2a0Fnd — a0 . gnd — ao . (2d)n. Damit ist (e,) geometrisch mit Startwert eg = 2% und
Wachstumsfaktor g = 2%,
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«¢® .
X Losung zu A12 cebinet-formel

(a) Gesucht ist der Quotient/Wachstumsfaktor ¢q. Die Fibonacci-Eigenschaft muss natiirlich auch fir die
Glieder gg = 1, g1 = ¢ und gy = ¢ giiltig sein, also

¢ =q+1

Die Losungen (per Mitternachtsformel) sind ¢; = ¢ = 1+2‘/‘F’ und g =Y = 177\/3

Beachte: Die Fibonacci-Eigenschaft allgemein ist ¢® = ¢" ! + ¢" 2. Sie folgt aus ¢> = ¢ + 1 durch
Multiplikation mit ¢” 2.
(b) Es gilt a,, = an—1 + an—2. Zu zeigen ist, dass dann auch b, = b,_1 + b,,—2 gilt. Es gilt aber
b, = Aa, = )\(an—l + an—2) = Ap—1+ Aap_2 = by_1 + b2
(c) Es gilt

Chn=0p +by=an1+an 2+by 1+by2=0an 1 +by1+an 2+by2=cn1+cph o2

(d) Es gelten g9 = 1, g1 = ¢ und hg = 1, hy = ¢ und fo = 0 und f; = 1. Wir suchen = und y, so dass
fn =g, +yh+n = f, flr n = 0 und n = 1 gilt. Diese beiden Bedingungen liefern das folgende

Gleichungssystem.

O=z+y

l=xp+yp==x 1+2\/5 +y 172\/5
Die Losungen sind z = % und y = —%.

Das Ergebnis ist die Moivre-Binet-Formel

\/5.<1+\/5)"_ V5 (1—\/5>”

fn=—5 2 5 2

R‘L'cisung zu A13 ex-summen-implizit-schreiben

a) i<x2—5)=(42—5)+(52—5)+(62—5)+...+(172—5)+(182_5)
5 ()= (e ) e (o ) (o) () (o)

Taschenrechner: 2020
Die Summe ist wegen der Division durch Null nicht definiert.

20

c) Z V10 —7 = V10 + V10 + V104 V10 + V10 + V10 — 7 = 61/10 — m. Achtung: Die Laufvariable nimmt
zijel 5sechs ganzen Zahlen von 15 bis 20 an, somit wird der Summand /10 sechsmal addiert.

d) i 1=14141+1+1=5. Achtung: Von -5 bis -1 sind es 5 ganze Zahlen, also 5 Summanden!
t1:1—5

e) Z ap—2 =a3-2+a4-2+as—2+...+ajp-2+ai1—2

b:z t+2 0+2 142 242
o X(EF) - (EF) ¢ (ZF) ¢ (E)-

= (-1)?+0*+12+2%) + (0°+124+22+3%) + (17+2°+32+4%)
Taschenrechner: 50
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DT e
R Losung zu Al4 cxsummenformel-arithmetisch

a) Zu bestimmen ist S = 1+ 2+ 3 + --- 4+ 1000. Der Trick besteht darin, diese Summe «umgedreht»
darunterzuschreiben und aufzusummieren:

S = 1 +2 +3 4 4998 +999 +1000
S = 1000 +999 +998 4+ +3 +2 +1
aufsummiert 25 = 1001 +1001 +1001 4+ +1001 +1001 +1001

Da rechts 1000 Mal der Summand 1001 steht, gilt 25 = 1000 - 1001 und Division durch 2 liefert

1000
1 - 1001
S = M = 500 - 1001 = 500'500 bzw. mit dem Summenzeichen Z i = 500’500

2 -
=1

b) Wenn man analog wie oben vorgeht, muss man an einer Stelle aufpassen: Zwischen 100 und 200 gibt es

101 ganze Zahlen!
Man erhilt so 25 = 101 - (100 + 200) = 101 - 300 und damit

200
101 - (100 + 200
S—Zz— ( 2+ ) =101 - 150 = 15000 + 150 = 15’150
1=100

) Yii= %
d) Yo i= w (die Anzahl der Summanden ist (m —n + 1)).

Wer mag, kann auch die vorige Teilaufgabe verwenden:

- s “ m-(m+1 n-(n+1 m-(m+1)—n-(n+1 mi+m-—n?—n
L3S M) el | m(m ) —n (1)

i —

i=n =1 =1 2 - 2 B 2 2
- m?P—=n*+m-n _ ((m—n)+1)-(m+n)
- - _ :
e) Y12 2i= 20 _ 10506 oder Y1 2i=2.- 1% =2. 102105 _102.103 = 10'506
£) YL (204 1) = 202001809 _ 905604 oder mit Hilfe von (d)
151 151 151
: (101 + 1) - 201 /
2% +1) = 2 | =g UOLFD200 gy — 109201 4 102 = 20604
i;o(’* ;}:O“F;;O 5 + 10 02 - 201 + 10 0'60

g) Zilio (ao —|—i'd) _ 11~(ao+(;o+10d)) _ 11-(2a;+10d) —11- (ao +5d)

h) Y0 (ag +i-d) = etlleotloodnd) ;4 7). (Godan) ey

n n n n n 1
(ap+1-d) :Zao—l—Zi-d:Za0+d~Zi: (n—f—l)-ao—i—d-w
i=0 i=0 i=0 i=0

=0

R Losung zu A15 cxlacnge-spirale

(a) Zu berechnen ist
104+114+1.2+---4+28+4+29

Diese Summe aus 20 Summanden ist die 19-te Teilsumme der arithmetischen Folge (a,) mit a,, = 1+n-0.1.
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Also gilt nach Satz 16.5.1

1.0+114+1.24 -+ 2.8+ 2.9 = (Anzahl der Summanden) - (Durchschnitt aus vorderstem und hinterstem Summanden)

1.0+2.9

=20 — 2
2

=10-3.9

=39

(b) Sei (¢£,) die Folge der Langen der einzelnen Strecken (in offensichtlicher Reihenfolge, mit ¢y = ¢). Dies ist
eine arithmetische Folge und es gilt

by =0+ nd
Die Spirale aus m Teilstrecken hat die Lange
bo+0+- + Ll

Dies ist die (m — 1)-te Teilsumme unserer Folge. Also gilt nach Satz 16.5.1

Lo+ Ly
€0+€1+~~+£m,1:(m—1+1)~%
4+ 0+ (m—1)d
=m -
2
20+ (m—1)d
=m —
2
:mﬁ—&-wd

R‘Lﬁsung ZU A 16 ex-umfang-konzentrische-objekte

(a) Wir berechnen zuerst die Summe aller Kreisradien. Mit 27 multipliziert liefert das dann die Summe aller
Umfénge.
Die Kreisradien rg < r; <19 < --+ < 19, wobei rg = 7 und r9 = 20.5, bilden den Anfang einer arithmeti-
schen Folge. (Da wir mit dem Index 0 starten und 10 Kreise betrachten, hat der grosste Kreisradius den
Index 9.) Folglich gilt geméss der tiblichen Formel (zur Berechnung der 9-ten Teilsumme einer arithmeti-
schen Folge)

ro+ 71+ -+ 19 = (Anzahl der Summanden) - (Durchschnitt aus vorderstem und hinterstem Summanden)

T0+T9
=10 —2%
2
r+ R
=10-
2
27.5
=10. ——
0 2
= 137.5

Die Summe aller Umfénge ist damit

27rg + 27ry 4 -+ + 27rg = 2w(ro + 11 + -+ 19)
=27 -137.5
= 2757
~ 863.9379797371931

(b) Wir bezeichnen die aufsteigend sortierten Kreisradien mit rg < r1 < ro < -+ < r4,,—1, Wobei rg = r und
Tm—1 = R. (Da wir mit dem Index 0 starten, hat der m-te Kreisradius den Index r — 1.)
Zu berechnen ist die Summe der Umfénge, also

27rg 4+ 27ry 4 - 4 27y =27(ro+ 11+ -+ Tme1)
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Da die Radien rg,71,...,7n—1 den Anfang einer arithmetischen Folge (r,,) bilden, ist 7o +71 + -+ +7m—_1
die (m—1)-te Teilsumme dieser arithmetischen Folge und kann mit der iiblichen Formel berechnet werden.

o + Tm—
TO+T1+"'+rm—1:Sm—lz(m_l‘i'l)'%
r+ R
= m -
2

Alternativ direkt:

ro+71 4+ -+ rm—1 = (Anzahl der Summanden) - (Durchschnitt aus vorderstem und hinterstem Summanden)

r+ R
=m -
2
Die gesuchte Summe aller Umféinge ist somit
R
2mm - ! _;

R Losung zu A17 cx-summe-gerader-zahlen

(a) o 1. Losungsweg (mit GauBscher Summenformel):

24 446+4---+1000 =2(1 4243+ - -+ 500)
5. 500501
2
500 - 501

250500

Gauflsche Summenformel

o 2. Losungsweg (mit Formel fiir n-te Teilsumme einer arithmetischen Folge):
Die gesuchte Summe ist eine Teilsumme der arithmetischen Folge (e,,) mit e, = 2+ 2n = 2(n + 1).
Index des letzten summierten Folgenglieds bestimmen: e,, = 2(n + 1) = 1000, also n = 499.
Formel anwenden:

2+4+6+---+1000:(n+1)-f°—%EL
1002
— 500 - 501
— 250500

(b) o 1. Losungsweg (mit Gaufischer Summenformel):

T
2+4+6+~~+x=2u+2+3+~-+3ﬁ

2 % Gauflsche Summenformel
x T
5 (5 +1)
r x+2
22
z(x + 2)
4

e 2. Losungsweg (mit Formel fiir n-te Teilsumme einer arithmetischen Folge):
Die gesuchte Summe ist eine Teilsumme der arithmetischen Folge (e,,) mit e, =2+ 2n = 2(n + 1).
Index des letzten summierten Folgenglieds bestimmen: e, = 2(n +1) =z, also n = 5~ — 1.
Formel anwenden:
eg + en
2+4+6+~'+x:(n+no—&§—f
z 24z
2 2
x(x+2)
4
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DT ee
'X Losung zu A18 ex-arithmetische-reihe-fehlende-groessen

a) ap =ag+nd=12+19-2.1=41.1
sp=(n+1). fofon —90. 12811 — 423

b) a, = ag +nd also n = #2790 = *9_*?04 =59

S = (n+ 1) e = 60 SR = 11850,

an, = ag + nd

C

Einsetzen der gegebenen Grossen liefert:
107=a9+n-52

1
123:(n—|—1)-M

Dieses Gleichungssystem hat die Losungen:
ag = —101 und n = 40.

d) s, = (n+1) 2t Eingesetzt: 2196 = 61 - %20 Aufgeldst nach ag = 72.

_ agp—a _ 6
d= 20880 = —— = —1.2.

e) sp = (n+1). Gotsotnd Fingesetzt: 4059 = (n + 1) - LEELEE005 - Ayfgelssen liefert n = 368 oder
n = —441. Die negative Losung n = —441 kann verworfen werden, da nur natiirliche Zahlen als Indizes
von Folgen zugelassen sind. Weiter gilt asgs = ag + 368 - 0.05 = 20.2.

f) s, =(n+1) Getotnd Fingesetzt: 207 = 46 - 2072018454 Ayfgelssen liefert d = —9.

a4s = ag +45 - (—9) = —198.

R‘Lﬁsung zu A19 ex-geometrische-reihe-einfach

(a)

1-37
1-3
1— 2187
1-3
—2186

143432443 =

= 1093

1— 3n+1
1-3
1— 3!
—2
3n+1 —1
2

1434324 43" =

Das Ergebnis muss als Summe natiirlicher Zahlen eine natiirliche Zahl sein, auch wenn das Ergebnis auf
den ersten Blick nicht unbedingt so aussieht. Aber 3" ist stets ungerade, so dass der Zéhler gerade ist,
also durch 2 teilbar.
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(c) Es gilt 2> = (%)6. Zu berechnen ist somit

3 3\° 3\¢ 1-(2)
1+ — — - - N2/
+2+(2)+ +<2> —&

7
1— 211288

1

2
2187
=2 5
2187
64
2187 — 128

64
2059

64

-2

2
(12287
128
. <1 + 2187)
128
1

28 + 2187

128
2315

128

() () e (3 R

1— (_1)71,+1 gnt!

_ 2n+1
B 5
2
2 3+
_ n+1
-5 (e )
2 n+1
- = _ (_1)n+137
5 2n-5
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DT e
R Losung zu A20 cxgeometrische-reihe-potenzen-einhalb

(a) (i) Nach der allgemeinen Formel erhalten wir

10 i n 10+1 1
S Y BT SRETC LREE NER(EL S
1 1 1
i=0 2 l—q -2 2 2- 5
_9_9. 1 9 1 _ 2048 — 1 _ 2047
211 210 1024 1024

n I3 7Ln+1 nt+l
D T T s R

1 n n
yard 1- L 2 2
(iii) Es gilt s,, =2— 2% nach der vorherigen Teilaufgabe. Wenn n immer grosser wird, wird an = (%)n
immer kleiner und strebt gegen Null. Also strebt s, =2 — % gegen 2.
(b) (i) e Erster Losungsweg:
Offensichtlich gelten gg = 2% = ﬁ und g7 = 2% = T148'
Damit berechnen wir
1+1++1—1+1+1+ +1+1+1++1
64 128 2048 2 4 32 64 128 2048
14 ! + ! + + !
2 4 32
=511 — 55

1 1
=2—- — — (2 - 25) nach Teilaufgabe (a).(ii)

211
1 1
=2 gm 2t
1 1
T 25 2lh
26 —1
Y
63
2048
o Zweiter Losungsweg: Wir betrachten die geometrische Folge (h,,) mit h, = ﬁ . (%)n Dann
gelten hg = 6—14 und hs = 6—14 . 3—12 = ﬁ. Zu berechnen ist also die 5-te Teilsumme von (hy,).
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Wir bezeichnen diese mit ¢5 und erhalten nach der allgemeinen Formel

Il
=2
.n‘“
M-
7 N
o =
<

=0
()
= . ;
64 11—
IR
64 1
64 -
64 25
_1 oy
64 32
2 1
64 32-64
641
©32-64
63
2048
(ii) (Wie oben sei s, die n-te Teilsumme von (gy,).) Dann gilt
Ly 1 Ly L,
om om+1 T oon—1 on 92 4 om—1 om om+1 T 9n—1
R AR
2 4 2m—1

1 1 . .
=2—-— - (2 - _1) nach Teilaufgabe (a).(ii)

2n 2m
1 1
= 2m71 on
R‘Lﬁsung zZUu A21 ex-geometrische-reihe-fehlende-groessen
(a)  gn=g0-¢"=1-27=128
gt o8
« sp=go g — =145 =255
(b) e gn = go-q" also ¢" = % = % = 2187 = 3™. n = 7 erhdlt man durch «prébelny, mit dem

Taschenrechner oder spater mit In(2187)/In(3) =7
.« sp=go- 50 =6 122 = 19680

1—q 1-3
n+1 —(—
() o Sp=go- L - 7 also gg = snllqin+1 = 398580% =-3

o gn=go-q" = (-3)-(—3)" =531441

d) © gn=g0-0" alsoq* P = [ B 1

e sp=gor GL— A4 AL = G 9y 4904

1-1.1 2500
(e) 'gnZQO'qnaISOq:—f/% _7__25
_ g+l (954
© sn=go —t— =40 117(< 22?) = —435
() gn=g0-q" also go = - = G- = 500
e S, =40 1 1(1,,1 =500 - 11—700.2 _ 1526524 — 624.96
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R Losung zu A22 cxgeometrische-reihe-quadrate

(a) Die Fliche verringert sich von jedem Quadrat zum néichsten um den Faktor =-.

2 3
1 1 1
F3—1+4+<4> *(4>

(b) Die Fliche verringert sich von jedem Quadrat zum nichsten um den Faktor -

4
1 1\? 1\"
F,=1+— il
+4+(4)+ +(4)

1 n+1
_1-(1)
-+
_ 1 4w,1+1
- 3
4
4 4
T3 3. 4nt1
4 1
T3 3.4n

Wenn n immer grosser wird, strebt der Term 3.% gegen Null. Also strebt F,, gegen %.

(c) 1. Losungsweg: Bei jedem Quadrat addieren wir die obere Seite, die untere Seite und die obere Hilfte der
rechten Seite. Zusétzlich miissen wir bei Quadrat @)y die linke Seite addieren und beim Quadrat Q)3 die
untere Hilfte der rechten Seite. Also gilt

sl ed aebedebidadled
Seiten oben, unten, rechts oben von Quadrat Qo
:1+[i+i+i+i} i
2 4 8 16 16
— +L+i <1_|_1+1_|_1>
16 2 2 4 8
175 1-r
16 2 —%
a5 A
16 2 %
_Ar 5 1
16 2 16
17 T
16 16
92 23
T 16 T4

2. Losungweg: Man kann auch fiir jedes Quadrat dreimal die Seitenlénge addieren und zusétzlich fiir das
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letzte Quadrat eine Seitenldnge (warum?). Dies liefert

1 1 1 1
=3(14+ — + — 4+ — —
Us 3(+2+4+8)+8

1 1
=302- —)+ —
( 8)+8
n 8
1
767?
_ B
T4

(d) Berechne den Umfang U, der Figur, die von den Quadraten von (g bis @, gebildet wird. Wir gehen wie
beim zweiten Losugsweg vor.

11 1 1
Up=314 — 4+ — 4 — )b ——
U5+t 5+ o
1 1
=32- 5 )+ 5
2
—6—
27l
1
=6- on—1

Wenn n gegen unendlich strebt, strebt der zweite Summand gegen Null. Damit strebt U,, gegen 6.

*Lﬁsung zu A23 ex-reihen-geometrische-figur

(a) Sei s die Seitenléinge des (grossten) Quadrats. Dann hat das grosste rote Dreieck die Fliche -+ 5-s-4-s =

1 g2
5
Das «erste» einbeschriebene Quadrat hat die Seitenldnge § = %52 + %52 = %s. Das zweitgrosste
rote Dreieck hat somit die Fléche %52 = %32 = %1—1652, ist also halb so gross wie das vorherige rote

Dreieck.

Dies geht so weiter (da immer «dieselbe» Konstruktion, Ahnlichkeit): Das néchstkleinere rote Dreieck ist
stets halb so gross wie das vorherige.

Die Flichen der roten Dreiecke bilden also eine geometrische Reihe (g,,) mit go = % 82 und ¢ = %
Setzen wir dies in die Summenformel ein, so erhalten wir

[

8 1
1- ¢ 1- 511
i = o - =8. 12 - ~ 15.97
gg g0y 1- L 32

(b) Mit der gleichen Uberlegung wie bei a) kommt man zur Formel

> 1
Zgi:go'l_ =8. =16
=0

q

[\D‘H —

Die Figur hat also eine Fliche von 16 cm?
Dies ist auch anschaulich klar: Die rote «Spiral-Figur» und die drei gleich grossen, an den anderen Ecken
des Quadrats startenden «Spiral-Figureny fiillen das gesamte Quadrat. Deswegen hat die rote Spiral-Figur

ein Viertel der Fliache des Quadrats, also 67‘4 = 16 Quadratzentimeter.
(c) Der Streckfaktor von einem Dreieck zum néchstkleineren Dreieck betrigt ¢ = % = %

Ab dem zweiten Dreieck triagt jedes Dreieck zum Umfang eine Kathetenlénge und eine halbe Hypotenu-
senlédnge bei. Beim ersten Dreieck kommt eine zusétzliche Kathete der Lange 4 cm dazu.

Die halbe Hypotenusenldnge vom ersten Dreieck ist % - 4/2 = 2V/2.

Damit ist der Umfang

1
1 V2

2

4+i(4+2\/§). (f) =4+ (4+2V2) ~ 27.313708.
=0

11. September 2025 16-xvi https://fginfo.ksbg.ch


http://www.ksbg.ch/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://fginfo.ksbg.ch

::: Mathematik 3. Klasse
Folgen und Reihen - — T @ BY-SA . Blochliger, S. Knaus, O. Schniirer

R Losung zu A24 cxxoch-schneeflocke

a) Die Anzahl ausgefithrter Schritte wird hier mit n bezeichnet:

ST

b) Bei jedem Schritt wird jede Strecke durch vier Teilstrecken der gedrittelten Lange ersetzt. Dies bedeutet,
dass der Umfang bei jedem Schritt um den Faktor % wéchst.
Also gelten

Uy=3
U1=UO-%:3-%:4

P B EA
SRR B A N

Allgemeine Formel:
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c)

Die Hohe im gleichseitigen Dreieck mit Seitenlénge s ist %s (erhélt man mit dem Satz von Pythagoras).

Damit ist die Fliche der Anfangsfigur (mit s = 1):

1 1 3 3
A= Logpe Lo Y3 VB
2 2 2 4
Im ersten Schritt kommen drei Dreiecke hinzu, die sich um den (Streck-/Ahnlichkeits)Faktor % von der
Anfangsfigur unterscheiden, also einen (%)2 Mal so grossen Flacheninhalt haben.
Also gilt

2

1 1 4 4 \/g \/g

A1=4+3- | = | ‘Av=4Av+— Ay=— Ap=— —=—
1 0+ <3) 0 0+3 0="3 0="3 1 3

Die Anzahl neuer Dreiecke beim dritten Schritt ist 3-4 (Anzahl Strecken nach dem zweiten Schritt), deren
Flache ist (%)2 - Ap, also

1)\? 4 V3 10v3
AQ—A1+3'4'<9) ~AQ—A1+W'AQ—A1—|—7— 57

Beim vierten Schritt kommen 4 mal so viele Dreiecke mit % der Flache wie beim dritten Schritt hinzu.

Also 3 3 3 3
1 3 10V3 3 31V3
Ag=dotd- oo = — 81 81

Diesen Prozess kann man weiterfithren und als Summe schreiben:

1 4 1 4\% 1 4\% 1 4N\"t 1
A, =Ag+ —Ag+ — - —A —) . =4 — ) Agt . (= A
0-1-3 0+9 3 o+<9> 3 o+(9) 3 0+ +< > 0

Mit dem Summenzeichen (der erste Schritt ist speziell):

n—1 4 % 1 1 n—1 4 %
bt g (3) (3 E(5))
i=0 1=0

Die Summe ist eine geometrische Reihe mit gp = 1 und ¢ = %. Die Teilsumme ist s,,_1 = g1 - 1-4"  Und

. 1-q
damit _— (i)nA - (i)"’l
— . - N9 ) = . N9/
A, =4 <1+3 1_% ) Ay <1+3 = )

Der Umfang U,, = 3 - (%)n wird beliebig gross fiir grosser werdendes n, d. h. die Folge (U,,) strebt gegen
unendlich, wenn n gegen unendlich geht.
Die Flache aber strebt gegen einen konstanten, endlichen Wert, weil der Term (%)n_1 gegen 0 strebt.
D.h. die Flache wird nie grosser als
3 8
A=Ay (1+) =4

5

kommt diesem Wert aber beliebig nahe.

Ein Beispiel aus dem Alltag betrifft die Flache und Umfang einer Insel. Die Fléche ist klar endlich. Die
Lénge der Kiistenlinie ist es aber nicht zwingend, wenn man sich vorstellt, dass sich die Kiistenlinie
um jeden Stein, Sandkorn, Stdubchen, etc. windet. (Ok, beim Atom ist dann irgendwann Schluss, oder
spatestens bei der Planck-Linge, wenn dann auch der Raum quantisiert und unscharf werden soll).
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