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18 Differentialrechnung
18.1 Motivation

R Aufgabe A1l Auf einem Planeten (mit geeigneter Fallbeschleunigung) wird ein Ball von einem Turm
der Hohe 5m senkrecht nach oben geworfen. Seine Hohe s(t) (in Meter) zur Zeit ¢ (in Sekunden) ist in dem
folgenden s-t-Koordinatensystem dargestellt in Rot dargestellt.

\ S
11

10

Lose die folgenden Aufgaben durch moglichst genaues Ablesen und Rechnen.
(a) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat der Ball wéhrend des Zeitintervalls [0, 6], also in den ersten 6
Sekunden seines Flugs.)
Wie kann man diese Durchschnittsgeschwindigkeit mit Hilfe einer geeigneten Geraden interpretieren?

(b) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat der Ball wéahrend des Zeitintervalls [0, 2]? Zeichne auch hier die
entsprechende Gerade ein.

(¢) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat der Ball wiahrend des Zeitintervalls [0, 1]? Zeichne auch hier die
entsprechende Gerade ein.

(d) Welche (Momentan-)Geschwindigkeit hat der Ball beim Abwurf, also zur Zeit ¢t = 07
Wie kann man diese Geschwindigkeit geometrisch interpretieren?
Nutze ab jetzt die folgende Zusatzinformation: Der dargestellte Graph ist der Graph der Funktion

s(t) = —%(t —6)*+9

(e) Berechne die zuvor abgelesene Durchschnittsgeschwindigkeit des Balls wihrend des Zeitintervalls [0, 1]
exakt (ohne Taschenrechner).

(f) Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeit wihrend des Zeitintervalls [0, 0.1] exakt (ab jetzt meinetwegen
mit Taschenrechner).

(g) Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeit wéhrend des Zeitintervalls [0, 0.01] exakt.
(h) Wie gross ist (vermutlich) die Geschwindigkeit v(0) des Balls zur Zeit ¢t = 07?
# Kannst du diese Geschwindigkeit als Grenzwert definieren?
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(i) Berechne die Durchschnittsgeschwindigkeit des Balls wéihrend der folgenden Zeitintervalle:
(Das Anlegen einer Tabelle (zuriickgelegte Strecke, bendtigte Zeit, Geschwindigkeit) ist erlaubt.)

[3,4] [3,3.1] [3,3.01] [3,3.001]

(j) Wie gross ist (vermutlich) die Geschwindigkeit v(3) des Balls zur Zeit ¢t = 37

(k) Zeichne die Tangente an den Graphen bei ¢t = 3 ein. Welche Steigung hat sie?

(1) Welche Geschwindigkeit hat der Ball zur Zeit ¢t = 67

(m) Welche Geschwindigkeit hat der Ball zur Zeit ¢ = 127 (Sie ist nun negativ.)

(n) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat der Ball im Zeitintervall [0,12]? Sagt diese Durchschnittsge-
schwindigkeit viel iiber die Bewegung des Balles aus?

(o) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit hat der Ball im Zeitintervall [0, 15]?

(p) Wenn die dargestellte Kurve die Temperatur T'(¢) (in Grad Celsius) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ (in
Stunden) darstellt. Wie wiirdest du die zuvor berechneten Geschwindigkeiten in Worten beschreiben? In
welcher Einheit werden sie gemessen?

(q) Beantworte dieselbe Frage, wenn die dargestellte Kurve den Luftdruch p(¢) (in hPa) in Abhéngigkeit von
der Zeit ¢ (in Sekunden) darstellt.

(r) Beantworte dieselbe Frage, wenn die dargestellte Kurve die Geschwindigkeit v(¢) (in m/s) in Abhéngigkeit
von der Zeit ¢ (in Sekunden) darstellt. Wie bezeichnet man in der Physik die «Geschwindigkeit der
Geschwindigkeit»?

18.2 Ableitung (informell)

18.2.1. Die folgende Definition der Ableitung einer Funktion ist informell, denn sie beruht auf dem Begriff
«Tangente» (= Berithrgerade), den wir in diesem Kontext noch nicht kennen. Spéter werden wir umgekehrt
vorgehen und zuerst die Ableitung definieren und darauf aufbauend die Tangente an einen Punkt eines Graphen.

—— Definition 18.2.2  Ableitung einer Funktion an einer Stelle (informell)

Die Ableitung f'(7) einer Funktion f an der Stelle 7 ist die Steigung der Tangenten an den Graphen
von f bei 7; diese Tangente berithrt den Graphen von f im Punkt (7, f(7)).

Dieselbe Definition kann man fiir eine beliebige, fixierte reelle Zahl x( hinschreiben:
Die Ableitung f’'(z¢) einer Funktion f an einer Stelle z( ist die Steigung der Tangenten an den
Graphen von f bei .

—— Definition 18.2.3  Ableitung einer Funktion (informell)

Die Zuordnung z +— f’(z), die jeder reellen Zahl x die soeben definierte Ableitung f’(z) zuordnet, ist
wiederum eine Funktion. Sie heisst die Ableitung von f und wird als f’ oder f’(x) notiert.
Sprechweise: « f Strich».

— Merke 18.2.4

Die Ableitung f” ist eine Funktion. Setzt man eine reelle Zahl xg ein, so ist f'(xg) ebenfalls eine reelle Zahl,
ndmlich die Steigung der Tangenten an die Funktion f bei z¢ an.
Beispiel: Die reelle Zahl f/(2) ist die Steigung der Tangenten an f bei x = 2.

R Aufgabe A2 Skizzieren Sie die Ableitungen der folgenden Funktionen:

2 2 2

1 1 2 1
1

0 0 0 0
-1

-1 -1 -2 -1

— —-4-3-2-10 1 2 3 4
-2 -2 -2
—2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
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Definition 18.2.5 Sekante

Jede Gerade durch zwei verschiedene Punkte des Graphen einer Funktion (oder einer allgemeineren Kurve)
heisst Sekante.
(lateinisch secare schneiden; die Gerade schneidet den Graphen)

—— Definition 18.2.6 Ableitung einer Funktion an einer Stelle

Sei f: X — R eine reellwertige Funktion, die auf einer Teilmenge X i
der reellen Zahlengeraden definiert ist.
Sei xg € X ein beliebiger Punkt. FGeo+h)
(a) Sei h # 0 eine reelle Zahl.
Dann hat die Sekante durch die beiden Punkte (xq, f(x¢)) und

Ay = f(zo+h) — f(xo)

(zo + h, f(zo + h)) des Graphen von f die Steigung #ao)
f
Ay flwo+h) = fla) ]
Ax h
Diese reelle Zahl heisst Sekantensteigung oder Differenzen- rh
quotient.

(b) Wenn der Grenzwert dieser Sekantensteigungen fiir A gegen 0 existiert, so notieren wir diesen als

f(xo +h) — f(x0)
h

f(xg) := lim

h—0

und sagen, dass f an der Stelle z( differenzierbar ist.
In diesem Fall hat die reelle Zahl f'(xq) die folgenden Namen:

e Ableitung von f an der Stelle z (haufigste Bezeichnung)
e Steigung der Tangenten an f bei zg (geometrisch anschaulich)
e Steigung von f bei g (geometrisch anschaulich)
» Differentialquotient von f bei x (eher selten)

(c) Wenn f bei z¢ differenzierbar ist, d. h. wenn f’(z¢) existiert:

Die Tangente an den Graphen von f im Punkt (z¢, f(x¢)) oder
kurz die Tangente an f bei xz( ist per Definition die Gerade durch
den Punkt (xq, f(x¢)) mit der Steigung f'(zo).

Steigung f'(zo)

(w0, f(x0))

£

Schreibt man yg = o + h, so gilt f("f'n+hr]),*f(:'rn) - f(yi,"?:ff,”"> , so dass der Differenzenquotient wirklich ein Quotient von Differenzen ist.
Damit oben nicht zu viele Voraussetzungen verwirren: Der Differenzenquotient ist nur definiert, falls = + h € X gilt; auch beim Limesbilden sind nur solche h zu
betrachten.

Seltsamerweise definiere ich zuerst die Tangentensteigung und dann die Tangente. Der Grund ist, dass ich friihzeitig betonen will, dass f/(z() diese geometrische

Bedeutung hat.

Der oben verwendete Limes ist formal noch gar nicht definiert (wir kennen eigentlich nur Limiten von Folgen), aber hoffentlich intuitiv klar. Per Definition

J(@othn)—f(x0)
hoy

existiert er mit Wert a genau dann, wenn fiir jede gegen 0 konvergente Folge h,, die Folge gegen a konvergiert.

18.2.7. Anschauung: Wenn h gegen Null strebt, ndhern sich die zugehérigen Sekanten immer mehr der Tan-
genten an den Graphen von f bei zg.

Insbesondere streben die Sekantensteigungen dabei gegen die Steigung dieser Tangenten.

Da nahe bei x¢ der Graph von f und diese Tangente kaum zu unterscheiden sind (nah heranzoomen, Situation
«unter dem Mikroskop» betrachten), nennen wir diese Tangentensteigung auch die Steigung von f bei xg.
18.2.8. Es wére schoner, wenn man «ohne Umwege» definieren kénnte, was die Tangente an den Graphen einer
Funktion f an einer Stelle zq ist. Leider scheint es diesen Konigsweg nicht zu geben.

Deswegen beschreiten wir den Umweg tiber die (von h abhéngigen) Sekanten und den Grenzwert zur Tangen-
tensteigung und dann zur Tangenten.
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18.2.9. Man beachte: Wenn man iiber eine Tangente (= Beriihrgerade) spricht, muss man immer dazusagen,
um welche Kurve es geht («Tangente an den Graphen» oder «Tangenge an den Kreis») und in welchem
Punkt die Tangente diese Kurve beriihren soll («Tangente an die Kurve ...im Punkt ...»).

18.2.10. Man kann zeigen, dass die Tangente an f bei x( diejenige Gerade ist, die f in der Nédhe von xy am
besten approximiert.

Anschaulich sieht man das, indem man (etwa in Geogebra) eine Funktion f und die Tangente an f bei einer
reellen Zahl zq einzeichnet und dann ganz nah heranzoomt am Punkt (xq, f(x0)).

Beispiel 18.2.11. Wir berechnen die Ableitung f/(3) der Funktion f(x) = 22 an der Stelle 2y = 3. &

f(zo+h) — f(xo) fB+h) - f3)

/ 1 1
fr=in h “mT
. (3+h)?-32 . 9+6h+h*-9
= lim = lim
h—0 h h—0 h
2
:nmM — lim6 + h —6
h—0 h h—0

Geometrisch: Der Graph von f hat bei xy = 3 die Steigung 6.
Dasselbe gilt fiir die Tangente an den Graphen von f bei xy (Geogebra?).

Beispiel 18.2.12. Wir ersetzen nun in der obigen Rechnung die konkrete Zahl 3 durch eine beliebige, fix
gewahlte reelle Zahl xg.

Wir berechnen also nun die Ableitung f’(x¢) der Funktion f(z) = 22 an der Stelle zg. &

f(xo+ h) — f(x0) (g + h)? — a3

/ s s
flao) = ing h mT
i w3 + 2xoh + h? — 22 i 2z0h + h?
h—0 h h—0 h
— ]llin(l) 2xg+ h = 2x
_>

Geometrisch: Graph von f und Tangente an f haben bei z, die Steigung
f/(.iljo) = QIQ.

R Aufgabe A3 Bestimmen Sie wie in den beiden obigen Beispielen.

(a) Fiir f(z) = 2°.
o Die Ableitung f’(5) an der Stelle 5. Losung: f'(5) =75
o Die Ableitung f’(z) an einer beliebigen Stelle xg.

(b) Fir f(z) = «.
o Die Ableitung f’(2) an der Stelle 2. Losung: f/(2) =1
o Die Ableitung f’(z¢) an einer beliebigen Stelle xg.
o Interpretieren Sie ihre beiden Ergebnisse geometrisch.

(¢) Fir f(z) = 3.
o Die Ableitung f’(1) an der Stelle 1. Losung: /(1) =0
o Die Ableitung f’(z) an einer beliebigen Stelle xg.
o Interpretieren Sie ihre beiden Ergebnisse geometrisch.

(d) # Fir f(z) = +.
o Die Ableitung f’(3) an der Stelle 3. Losung: f/(3) = — 4
o Die Ableitung f’(z¢) an einer beliebigen Stelle x.

(e) # Fiir f(z) = /2.
o Die Ableitung f’(5) an der Stelle 5. Losung: f'(5) = 2\5 =5
o Die Ableitung f’(z¢) an einer beliebigen Stelle xg.

(f) & Dasselbe fiir f(z) = ¥z, also f'(x) fiir allgemeines z¢ oder fiir eine konkrete Zahl.
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—— Definition 18.2.13 Ableitung als Funktion

Differentialrechnung

(Fortsetzung von 18.2.6 unter den dortigen Voraussetzungen)

Wir nehmen an, dass f an allen Stellen x € X differenzierbar ist. Dann
ist die Ableitung f’ von f diejenige Funktion, die jedem z die Ableitung
f/(x) an der Stelle x zuweist:

ff i X >R
x> ()

Ich schreibe hier z (statt zp wie oben), denn ich stelle mir z hier als variabel vor. Die oben verwendete Schreibweise z suggeriert, dass x( eine fest gewiihlte
reelle Zahl ist. Man konnte aber in der aktuellen Definition genausogut alle z durch x ersetzen.

Beispiele 18.2.14. Laut Beispiel 18.2.12 und Aufgabe A3 gelten:

f(xz) = c = konstant  hat Ableitung  f'(z) =0 Strich-Notation: (e =0
flx)=2 hat Ableitung  f/'(z) =1 kurz: () =1
f(z) = 2? hat Ableitung  f'(z) = 2x kurz: (z%) =2z
f(x) =23 hat Ableitung  f'(z) = 322 kurz: (%) = 3a?
1 1 . 7 1 —2 1 ' 1
flz)=—== hat Ableitung f'(z) = —— = -2 kurz: — | ==
- 22 T x2

—— Merke 18.2.15

Kurzschreibweise fiir Ableitungen: Strich-Notation

Die ,,Strich-Notation“

ist eine Kurzschreibweise fiir Ableitungen und bedeutet: bedeutet:
o Die Ableitung der Funktion a(z) ist b(z).
o Mit anderen Worten: Wenn f(z) = a(z) gilt, so gilt f/'(z) = b(z).

— Satz 18.2.16 Potenzregel: Ableitungen der Potenzfunktionen (hier mit natiirlichem Exponenten)

Sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt:

Kurz: n—1

hat Ableitung f(z) =na™! (") = nx
In Worten: Jede Potenzfunktionen f(z) = 2™ mit natiirlichem Exponenten n ist differenzierbar mit Ablei-
tung f/(x) = na" L.

Bemerkung: Dieselbe Aussage gilt nicht nur fiir natiirliche, sondern fiir beliebige reelle Exponenten.

Beweis. Laut Definition gilt &

flz+h) - f(z)

h—0 h
" — "
_ lim (x+h)"—2x
h—0 h
i nz"th + h? - (Polynom in h) — x"
~ a0 h
=i "1+ h- (Pol i
lim (na: + h - (Polynom in h))
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—— Satz 18.2.17 Konstante-Funktion-Regel, Konstanter-Faktor-Regel

Sei a eine beliebige reelle Zahl.
« Die konstante Funktion f(z) = a ist differenzierbar mit Ableitung f'(z) = 0.
Anschauung: Graph ist horizontale Gerade y = a, jede Tangente daran ist dieselbe Gerade und hat Steigung 0.
e Ist f eine differenzierbare Funktion, so ist ihr a-faches af differenzierbar mit Ableitung

(af) =af’ Alternativschreibweise: (a-f(x)) =a- f(x)

Beweis. Die erste Aussage haben Sie in Aufgabe A3.(c) im Fall a = 3 gezeigt, der allgemeine Fall geht vollkom-

men analog: f/(z) = lim M = lim =lim - =1lim0=0.

Zweite Behauptung. Setze g(z) := a - f(z). Zu zeigen ist %xg/((l?) =a- f/(.%’)

gz +h) —g(@)

g'(r) = }Lli% 3 = lim -
g &)~ f(2) i S@ D)~ f(@)

h h
—a-f2)

Hier verwenden wir, dass a-fache einer konvergente Folge gegen das a-fache des Grenzwerts konvergiert. O

Beispiel 18.2.18. Die Ableitung der Funktion g(z) = 7z* ist &

g(x)=(7-2%) =7-(2*) =7 42° = 2827

Definition 18.2.19 Summen und Produkte von Funktionen

Sind f und g zwei Funktionen, so meint f + g die Funktion mit (f + g)(z) = f(z) + g(z).
Ahnlich meint fg = f - g die Funktion mit (fg)(z) = f(x) - g(z).

Beispiel 18.2.20. Die Funktion f = sin+ cos hat bei 2 den Wert f(2) = (sin + cos)(2) = sin(2) + cos(2).
Die Funktion f = sin - cos hat bei 2 den Wert f(2) = (sin - cos)(2) = sin(2) - cos(2).

Satz 18.2.21 Summenregel

Sind f und g zwei differenzierbare Funktionen, so ist auch ihre Summe f + g differenzierbar und hat als
Ableitung die Summe der Ableitungen:

(f+9)' =1 +4d Alternativschreibweise: (f() 4+ g(@) = f'(z) + ¢'(x)

Beispiel 18.2.22. Die Ableitung der Funktion s(x) = '3 4 7z* ist &
s'(z) = (28 + 72 = (27) + (72*) = 72° 4 2823

R Aufgabe A4 Ableitungen von Polynomen: Leiten Sie mit Hilfe der bereits bekannten Ableitungsregeln
nach z ab.

a) a(x) =z b) b(z) = 5a*

c) c(z) =23+ 2? d) d(z) = 922 + 32°

e) e(z)==x f) flx)=-12

g) g(x)=1+z+2%+23+2* h) h(z) = 32 — 4x

i) i(z) =4 — 5z + 622 — Ta® + 8zt j) j(x) = (x+2)® Hinweis: Ausmultiplizieren!
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Beweis. Summenregel: &

fle+h)+g@+h)—(f(z)+g(r))
h

flzt+h) = flz)  glzt+h) —g@)
h h

flz+h)— f(x)
h
= [(z) + 4 (z)

="+ 9)()

= lim

= lim

= lim

® Aufgabe A5
(a) An welchen Stellen hat die Funktion f(z) = 3
e die Steigung 0; e die Steigung 1; e die Steigung 2; e die Steigung 3; e die Steigung —17
(b) Betrachte die Funktion f(z) = 2® — z.

e Wo hat sie eine horizontale Tangente?

o Was ist ihre Steigung in den drei Nullstellen (= Nullstellen von f), die man leicht durch Faktorisieren
ermitteln kann?
(c) Bestimme den Scheitel der quadratischen Funktion f(x) = 22 — 10z + 4,
e indem du den Punkt auf dem Graphen ermittelst, an dem die Tangente an den Graphen horizontal
ist;
e wie frither: durch quadratische Ergénzung.
(d) Wo hat die kubische Funktion f(z) = 42 + ---2? — 6z + 3 horizontale Tangenten?
Hinweis: Faktorisieren oder Mitternachtsformel.

Beispiel 18.2.23.

(a) Bestimme die Gleichung der Tangenten an f(z) = &% — 2 bei z = 2.
(b) Wo und unter welchem Winkel schneidet diese Tangente die z-Achse?

An Tafel erkldren! -

R Aufgabe A6 Bestimme jeweils die Gleichung y = maz + ¢ der Tangente an den Graphen der Funktion an
der angegebenen Stelle und den Steigungswinkel der Tangenten (= Winkel zwischen z-Achse und Tangente).

Guter Test: Funktion und Tangente mit GeoGebra oder Taschenrechner zeichnen.

(a) f(z) = 2, Tangente bei z = 2

(b) g(z) = —-+2?, Tangente bei z = —2

(¢) h(z) = —+=3, Tangente bei z = 2.5

(d) k(xr) = 2% — 2 + 1, Tangente bei z = 1.

(e) k(z) = (z+ 1)(x — 2), Tangente bei jeder Nullstelle.

—— Merke 18.2.24  Erinnerung: Geraden senkrecht <= Produkt der Steigungen minus Eins
Zwei Geraden y = mx + g und y = m’z + ¢’ stehen genau dann senkrecht aufeinander, wenn
!/

m-m = —1

Beispiel: Hat eine Gerade die Steigung %, so hat jede dazu senkrechte Gerade die Steigung 7%.

—m m

Beweis (Handskizze selbst): Der Vektor (1) hat die Steigung - = m. Seine Drehung um 90° Grad ist der Vektor (_lm) mit Steigung —— = — -1
m.
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—— Merke 18.2.25 Erinnerung: Gerade durch Punkt mit gegebener Steigung

Die Gerade durch P = (zp,yp) mit Steigung m ist gegeben durch
y=mle—ap)+yp

Beispiel: Die Gerade durch (3,5) mit Steigung 7 ist y = 7(z — 3) + 5 = 7z — 16.

Grund: Die Steigung ist offensichtlich m; wenn man x,, fiir & einsetzt, erhélt man yp, die Gerade verlduft also durch P.

R Aufgabe AT

(a) Bestimme die Gleichung der Geraden, die die Parabel f(z) = 2% bei = - rechtwinklig (= senkrecht)

schneidet. Test per GeoGebra
(b) Betrachte die Parabel f(z) = 22 und die Gerade y = g(z) = .
¢ Bestimme den Punkt P auf der Parabel, fiir den gilt: Die Parallele p zu g durch P schneidet die

Parabel rechtwinklig.

¢ Diese Parallele p schneidet f in einem weiteren Punkt ). Bestimme diesen Punkt @) und den Schnitt-
winkel zwischen p und f an diesem Punkt (= der Winkel zwischen p und der Tangenten an f in

Q)

Hinweis: Mitternachtsformel. Test per GeoGebra

® Aufgabe A8 Finde die reelle Zahl ¢ und den Punkt P = (z0,y0) so, dass sich die Standardparabel
f(x) = 22 und die nach unten offene Parabel g(z) = —2? + 8z + ¢ im Punkt P beriihren (:= beide Graphen
gehen durch diesen Punkt und haben dort dieselbe (Tangenten-)Steigung). Test per GeoGebra

Hinweis: Stelle dazu ein (sehr einfach zu 16sendes) lineares 2 x 2-Gleichungssystem in zy und ¢ auf.
¢ Die erste Gleichung kommt daher, dass beide Graphen durch den Punkt P gehen.
¢ Die zweite Gleichung kommt daher, dass die beiden Graphen bei x( dieselbe Steigung haben.

® Aufgabe A9 Wie ist der Parameter a zu wéihlen, damit sich die Graphen der beiden Funktionen f(z) =
1 — %% und g(x) = az? senkrecht = (rechtwinklig) schneiden? Test per GeoGebra

Hinweis: Zu losen ist ein Gleichungssystem in a und zy (= z-Koordinate des Schnittpunkts). Das Gleichungs-
system kann beispielsweise dadurch gelost werden, dass beide Gleichungen nach x3 aufgelést werden und die
Ergebnisse gleichgesetzt werden.

R Aufgabe A10 Bestimme die quadratische Funktion, die
o durch den Punkt P = (0,1) mit Steigung 2 und
o durch den Punkt @ = (1, 6) verlduft. Test per GeoGebra

Hinweis: Jede quadratische Funktion hat die Form f(x) = ax® + bx + ¢. Zu bestimmen sind also a, b und c. Die
angegebenen Bedingungen liefern ein sehr einfaches Gleichungssystem in diesen drei Variablen.

R Aufgabe All Bestimme die kubische Funktion, die
e im Punkt P = (1,1) eine horizontale Tangente hat und
e im Punkt @ = (—1,1) die Steigung 4. Test per GeoGebra

Hinweis: Jede kubische Funktion hat die Form f(x) = az® + bx? + cx + d. Die Bedingungen liefern ein 4 x 4-
Gleichungssystem, das man leicht 16sen kann, wenn man die richtigen Gleichungen addiert bzw. subtrahiert.

Beispiel 18.2.26. Die Ableitung der Funktion a(t) = t* — 3t> + 9t + 1 ist &
a(t) =4t — 6t + 9

Beachte, dass die unabhéngige Variable der Funktion ¢ = a(t) mit dem Buchstaben ¢ (statt normalerweise x)
bezeichnet wurde. Um dies hervorzuheben, nennt man die Ableitung a'(¢) auch die Ableitung der Funktion a
nach der Variablen t. Die zuvor betrachteten Ableitungen f’(x) sind in dieser Sprechweise « Ableitungen nach
der Variablen x».
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R Aufgabe A12 Betrachte wie in Aufgabe A1l die Funktion
1
s(t) = =5 (t= 6)°+9

die die Hohe s(t) eines Balles in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ beschreibt; damals hast du die Geschwindigkeiten
zu den Zeiten t = 0 und ¢t = 3 ndherungsweise berechnet.

(a) Bestimme die Ableitung s'(¢) nach der Variablen t.
Diese Funktion s'(t) beschreibt die Geschwindigkeit des Balles in Abhéngigkeit von der Zeit t.

(b) Berechne die Geschwindigkeit des Balles zur Zeit ¢ = 0 und ¢ = 3 und vergleiche deine Ergebnisse mit den
ndherungweisen Ergebnissen aus Aufgabe Al.

(c) Bestimme die Ableitung s”(¢) der Funktion s'(¢), die sogenannte zweite Ableitung von s.
Die Funktion s”(t) beschreibt die Beschleunigung des Balles in Abhéngigkeit von der Zeit ¢.

(d) # Wenn man auf der Erde (Fallbeschleunigung g = 9.81-%-) einen Ball aus der Hohe ho mit Anfangs-
geschwindigkeit vy senkrecht nach oben wirft (idealisiert, ohne Luftwiderstand), welche Funktion h(t)
beschreibt die Hohe des Balls zur Zeit t?

18.2.27. Mathematisch beschreibt die Ableitung die « Anderungsrate» der Funktionswerte y = f (z) in Abhéngigkeit
von der Variablen x.
In Physik, Biologie oder Chemie tauchen Ableitungen meistens als Anderungsraten konkreter Gréssen auf.

In Aufgabe A12 haben Sie zum Beispiel diverse Geschwindigkeiten berechnet. Die Geschwindigkeit ist nichts
anderes als die Anderungsrate der Position s(¢) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢. Genauer gibt es

o die Durchschnittsgeschwindigkeit (= durchschnittliche Anderungsrate der Position) wéihrend eines Zeitin-
tervalls [to,to + hl;

geometrisch ist dies die Sekantensteigung M}w

+ die (Momentan-)Geschwindigkeit (= momentane Anderungsrate der Position) zu einem festen Zeitpunkt to;
geometrisch ist dies die Tangentensteigung bei ¢y, also die Ableitung s'(ty).

(Durch dieses Beispiel ist der Begriff «Anderungsrate» hoffentlich geniigend prézisiert.)
Die Ableitung der Positionsfunktion s = s(t) ist also die Geschwindigkeitsfunktion v(¢), d. h.

s'(t) = v(t)

Analog kann man sich {iberlegen, dass die Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion s’(t) = v(t) die Beschleuni-
gungsfunktion a(¢) ist, d. h.

s'(t) = (t) = a(t)

Hier steht s”(t) fiir die zweite Ableitung von s, also die Ableitung der Ableitung s'(t).

—— Merke 18.2.28 Geschwindigkeit = Ableitung der Position, Beschleunigung = Ableitung der Geschwindigkeit

o Die Ableitung der Position/Strecke ist die Geschwindigkeit.
¢ Die Ableitung der Geschwindigkeit ist die Beschleunigung.

Mit den tiblichen Bezeichnungen der Physik (s fiir Strecke bzw. Position, v fiir Geschwindigkeit, a fiir
Beschleunigung) gelten also

v(t) = s'(t) a(t) =v'(t) = s"(t)

Satz 18.2.29 Produktregel

Sind f und g zwei differenzierbare Funktionen, so ist auch ihr Produkt fg = f - g differenzierbar mit
Ableitung

(f-9) =fg+ fqg Alternativschreibweise: (f(z)-g(x) = f'(z)-g(x) + f(z)- ¢ (x)
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Beweis. &

fle+h)-glx+h)— fz)-g(z)
h
fle+h) glx+h) = flz+h)g(x)+ flz+h)g(z) - f(z)-g(z)

= lim

= lim h
h) — h) —
T PG })L glw) | Jle s 11 @) 40
h) — h) —
= lim f(z + h) - lim glz + Iz 9(@) + lim fle+ })L /() -lim g(x)
= f(z) - g'(x) + f'(z)g(x)
O
R Aufgabe A13
(a) In Aufgabe A3 wurde (%)/ =— 112 gezeigt.
Verwenden Sie dies, um mit der Produktregel die Ableitung von
.

zu berechnen.
(b) In der vorherigen Teilaufgabe haben Sie hoffentlich (—; )/ = —2—— gezeigt.
Verwenden Sie dies, um mit der Produktregel die Ableitung von

zu berechnen.

(¢) In der vorherigen Teilaufgabe haben Sie hoffentlich (%)/ = —3-1- gezeigt.

x4
Verwenden Sie dies, um mit der Produktregel die Ableitung von

zu berechnen.
(d) Wenn man dies fortsetzt: Was ist die Ableitung von f(z) = —%-?

(e) Berechnen Sie die Ableitung von f(z) = (2z + 3)? = (22 + 3) - (22 + 3) einmal mit der Produktregel und
einmal wie zuvor per Ausmultiplizeren und anschliessendem Ableiten. Kommt dasselbe heraus?

(f) Die Produktregel fiir drei Faktoren besagt
(abe) = a’be + ab'c + abd

wobei a, b und ¢ Funktionen sind. Beweisen Sie diese, indem Sie das Produkt abc schreiben als abc = a-(b-c)
und zweimal die Produktregel anwenden.
(g) Wie lautet wohl die Produktregel fiir vier Faktoren a, b, ¢, d?
(h) Mit Hilfe der
o Produktregel: Was ist die Ableitung von (f(z))? = f(z) - f(z)?
o Produktregel fiir drei Faktoren: Was ist die Ableitung von (f(z))3 = f(z) - f(x) - f(z)?

4

o Produktregel fiir vier Faktoren: Zeigen Sie, dass die vierte Potenz (f(z))* einer Funktion die Ableitung

4. (f(z))*- f'(x) hat. Eleganter schreibt man dies als (f*) = 4f3. f’.
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18.3 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

-g® . . o . . . . . .
X Diese Aufgaben sind dazu da, iiber den Tellerrand hinaus zu schauen und/oder die Theorie in einen grosseren

Kontext zu stellen.

R Losung zu Al ccmotivation

R Losung zu A2 ccableitungenskizzioren

3
2
5 2
A~ 2 1
1 1
// 0 0
0 0 -1
-2 -1
-1 -1 —4-3-2-101 2 3 4
/ —2
-2 -2 -2 -1 0 1 2

-2 -1 0 1 2

R‘Lﬁsung zua A3 ex-ableitungen-an-konkreter-stelle
Konkrete Stellen: Per Einsetzen in die Ergebnisse unten, Losung steht bei Aufgabe.

(a) Fiir f(z) = 23
f(wo +h) = f(x0)

! — 1
fi(wo) = lim h

 lim (g + h)3 — 23
h—0 h

~ fim 23 + 3x3h + 3woh? + b3 — a3
h—0 h

— lim 3xz¢h + 3woh® + h3

© h—0 h

= lim (323 + 3woh + h?)
h—0

(b) Fir f(z) = =.

Der Graph von f ist eine Gerade der Steigung 1. Jede Tangente an diese Gerade ist dieselbe Gerade mit

derselben Steigung. Also f'(xg) = 1.
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(c) Fir f(z) =3.

Der Graph von f ist eine (horizontale) Gerade der Steigung 0. Jede Tangente an diese Gerade ist dieselbe
Gerade mit derselben Steigung. Also f/(z() = 0.

(d) # Fiir f(z) = L.

f(x) = lim

f(zo+h) = f(zo)
h

h—0
1 1
= Jim —%oth__ ®o
h—0 h
zo—(2o+h)
= lim —Zethzo
h—0 h
___—h
— lim —®ethzo
h—0 h
-1
o hli% (.’Eo + h)(EO
1
g

(e) # Fiir f(z) = /2.

- f(zo+h) = f(zo)

/
f (CC(]) o }L~>0 h
~ lim Vg +h— \/1‘70
h—0 h
o VIR = ) (Vo 4 V)
70 h(vao + h+ /To)
= lim o+ 1~ Zo

h—=0 h(y/zo+ h+ /Z0)
h

= lim

n=0 h(Vzo + I+ /7o)
1

= lim
h=0 /o + h + \/Z¢
1

2w/x0

() X fla) = ¥
Wir erledigen dies gleich fiir f(x) = %/z. Der Trick hier ist die Beziehung

a™ —pm = (Cl _ b)(am—l +am—2b+am—3b2 4 _|_abm—2 + bm—l)
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f(xo+h) = fxo)

7 T
i xog+ h— v/xg
= a0 h

(Vwo+h)™ — (%/x0)™

= lim
n=0 h((¥/ao +R)™ =1+ (Vo + R)™=2(5/@0) + -+ (Vo + h)(3/T0)™ 2 + (5/Z0)™ 1)
1
= lim
w0 (Yo + Ry (Vo )2 (j/m) + -+ (Vo B)(/m0)" 2 + (g/m)™
1
- m( %)m 1
1 ma
= —X m
m
1
-
m
1
= 71'#_1
m

R Losung zu A4 cxpolynome-ableiten

a) d(z) = 42z b) b/ (x) = 2023

c) d(x) =32+ 2z d) d'(z) = 18z + 152*
e) e(x)=1 f) f'(z)=0

g) ¢ (z) =0+1+22+32% +423 = 1+22x+ 322 +42% h) h'(z) =122° — 4

i) (r) =0—-5+ 122 — 2122 + 3223 = -5+ 122 — ) j(x) = (23 + 622 + 122 + 8)' = 322 + 122 + 12
2122 + 3223

DT e
R Losung zu A5 ex-punkte-mit-gegebener-steigung

(a)

fla)=a?

f'(w) = 32
e Steigung 0: f'(x) =0, d.h. 322 =0, d.h. x = 0.
o die Steigung 1: f'(z) =1,d.h. 32> =1, d.h. z = /4 = %
o die Steigung 2: f/(z) =2,d.h. 322 =2, d.h. z = +,/ 2 = &,

o die Steigung 3: f'(x) =3, d.h. 322 =3, d.h. x = £1.
o die Steigung —1: f’(z) = —1, d.h. 322 = —1, keine Losung.

flz)=2%—2
f(x) =322 -1

o horizontale Tangente: f’(z) =0, d.h. 32> —1=,d.h. z = i\/; =3
o Steigung in den drei Nullstellen: f(z) = z(2? — 1) = 2(z — 1)(x + 1), also Nullstellen —1,0, 1.
Steigungen dort sind f'(-1) =2, f'(0) = -1, f'(1) = 2.
(c) Scheitel der quadratischen Funktion f(z) = 2% — 10z + 4:
« horizontale Tangente: f'(z) =0, d.h. 22 —10 =0, d.h. = 5. Also Scheitel S = (5, f(5)) = (5, —21).
o quadratische Ergéinzung: f(z) = 2% — 10z + 25 — 25 + 4 = (# — 5)% — 21 (Scheitelform), also Scheitel
S = (5,—-21).

(d) kubische Funktion f(z) = 4%+ --2? — 6z + 3, horizontale Tangenten:
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Dazu ist f/(z) = 0 zu 16sen.
flx)=2*+2—-6=(z+3)(z—2)

Also bei z = -3 und z = 2.
2

Per Mitternachtsformel: z; o = —lkyited V21+24 = { 5

R LEsung zu A6 ex-tangente-in-punkt-angeben
Genauso zu 16sen wie Beispiel 18.2.23. (In der Lehrerversion steht die Losung in sehr kleiner Schrift.)

Test per Geogebral

R Losung zu A7 cx-senkrechte-gerade-zu-graph

(a)

Die Steigung von f bei = ist f’ (%) 3 (wegen f'(z) = 2x).

Die Steigung «senkrecht dazu» ist —33% Also hat die gesuchte Gerade die Gleichung y = —%m +q. Da
sie durch den Punkt (-, f(2-)) = (5, ) geht, muss gelten
9 _ 1.3,
1~ 3 2Tt
11
T
Die gesuchte Gerade ist also y = —%x + 17‘1.

Die Gerade y = z hat die Steigung 1. Die «dazu senkrechte» Steigung ist —1 (denn das Produkt der beiden

Steigungen ist —1). Wenn z( die z-Koordinate von P ist, muss gelten f'(zg) = —1. Wegen f'(x) = %x
muss also %xo = —1 gelten, d.h. zyp = —%.

Der gesuchte Punkt ist P = (xg, f(xg)) = (_%, %)
Die Gleichung von p ist

5 5 15
=1 — (—— [ =
y=1 (- () + o =a+
Gleichsetzen mit f(z) liefert die Koordinaten der Schnittpunkte (wobei wir einen bereits kennen).
NECREE
T+ =

402 4 75 = 162>
1622 — 40z — 75 =0
40 £+ /1600 + 4 -16 - 75
32
40 +4+/100 + 4 - 75
32

40 £ 4+/400

32
40 £ 80
32
5+10

4
5

15

_J 4
T )5
4

Die neue Losung 2 liefert den Punkt Q = (22, f(12)) = (22, 22).

Die Gerade p hat dle Steigung 1, also den Steigungswinkel 45°.

Der Graph hat bei Q die Steigung f/'(-2-) = % - 45 = 3. Der Steigungswinkel von f bei Q ist also
arctan(3) = 71.565°.

Der gesuchte Winkel ist arctan(3) — 45° = 26.565°.

1,2 =
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R‘Lﬁsung ZU A8 ex-sich-beruehrende-parabeln

Gleichungssystem
f(zo) = g(z0) beide Funktion schneiden sich bei zg
f(zo) = g'(z0) beide Funktionen haben dieselbe Steigung bei zg
Ableitungen bestimmen:
f(@) =20
g'(x) =2z +8
Also ist das Gleichungssystem
23 = —a%+8x0 +c

2x9 = —2x09 + 8

Aus der zweiten Gleichung folgt sofort zg = 2.

Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so erhélt man .

Der Beriithrpunkt ist ‘ P = (x9, f(x0)) = (0, 9(x0)) = (2,4) ‘

ST e
x Losung zu A9 cxsich-senkrecht-schneidende-parabeln

(o) = g(xo)
f'(xo) - ' (wo) = —1

Ableitungen berechnen:

die beiden Funktionen schneiden sich bei g

die Tangenten an die beiden Graphen stehen bei xg senkrecht aufeinander

2
4 — ——
J@) = -~
g (z) = 2azx
Das Gleichungssystem wird zu
1
1— =22 — gz2
5 %o = 0%
——x0 - 2axg = —1
Auflésen beider Gleichungen nach x3:
3
=
3a+1
3
2 _ -
To = 4a
Gleichsetzen liefert
3 3
3a+1  4a
4a=3a+1
a=1

Alternativlosung: Die zweite Gleichung des obigen Gleichungssystems liefert az? =

%, was genau die rechte

Seite der ersten Gleichung ist. Also wird die erste Gleichung zu

1-— %x% = %
L i,
$os
i? =z
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Setzt man dies in die erste Gleichung ein, so ergibt sich

1 3 3

1— — .2 — g
3 4 ¢
4—1=3a
l=a

WLﬁsung ZU A10 ex-quadratische-funktion-durch-punkt-und-punkt-samt-steigung
Ansatz: f(z) = ax® + bx + c.

fl(x) =2azx+b

Gleichungssystem:
f(0)=1
f1(0) =2
f1) =6
Also
c=1
b=2
a+b+c=6

Sofort folgt a = 3. Die gesuchte Funktion ist also
flx) =3z +2x+1

R‘Lﬁsung ZU A11 ex-kubische-funktion-durch-zwei-punkte-samt-steigung
Ansatz und erste Ableigung davon:

f(z) = ax® +ba® + cx +d
f'(x) = 3az® 4+ 2bx + ¢

Vier Gleichungen miissen gelten:

Ausgeschrieben:

at+b+ec+d=1

3a+2b+c=0
—a+b—c+d=1
3a—2b+c=4

Zweite minus vierte Gleichung liefert 4b = —4, also . Setzt man dieses Ergebnis in das Gleichungssystem
ein und bringt die Zahlen nach rechts, so erhélt man (letzte Gleichung weggelassen, da bereits verwendet /keine
neue Information/kommt eh doppelt vor)

a+c+d=2
3a+c=2
—a—c+d=2
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Addition der ersten und dritten Gleichung liefert 2d = 4, also . Einsetzen vereinfacht das Gleichungssys-
tem zu (letzt Gleichung weglassen)

a+c=0
3a+c=2

Zweite minus erste Gleichung 2a = 2, also und somit . Die gesuchte Funktion ist
flxy=2® —a* -z +2

N T ee
R Losung zu A12 cxmotivation-nun-per-ableitung

1
s(t):—g(t—6)2+9
1
:—j(t2—12t+36)+9
1, 4
=——*+—t+5
9 * 3 *
(a)
2 4
"t)=——t+ —
s'(t) ott3
(b) Geschwindigkeit des Balles zur Zeit t = 0 und ¢t = 3:
4
/0 —-
$0)=
2 4 2
/
3) = —— _
W=ty ey

(d) # Wenn man auf der Erde (Fallbeschleunigung g = 9.81-%-) einen Ball aus der Hohe ho mit Anfangs-
geschwindigkeit vy senkrecht nach oben wirft (idealisiert, ohne Luftwiderstand), welche Funktion h(¢)
beschreibt die Hohe des Balls zur Zeit t?

1
h(t) = ho + vot — 79t2

Probe:

R (t) = vy — gt
h'(t) = —g

Setzt man ¢ = 0 ein, so erhdlt man wie gewiinscht ~(0) = ho und h’(0) = vp und h”(0) = —g.

N T ee
‘X LOSlll’lg zu A13 ex-produktregel-erste-anwendungen
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