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4 Planimetrie Grundlagen

Euklid’sche Ebene E: Gewohnte Zeichenebene, bestehend aus Punkten.
Zwischen jedem Paar von Punkten P, @ € E kann ein Abstand |PQ)| gemessen werden.

Abstande werden als relle Zahl ohne Masseinheit angegeben und beziehen sich auf eine Einheitsldnge (implizit
oder explizit).

4.1 Parallelenaxiom

Zu jeder Geraden g C E und jedem Punkt P € E mit P ¢ g gibt es genau eine parallele Gerade
h CE mit P € h.

4.2 Strecken und Geraden

Strecke AB := {P € E | |AB| = |AP| + |PB|}

D.h. eine Strecke ist die **kiirzeste Verbindung** zwischen zwei Punkten: **Geodate**.
Intuitiv: Faden spannen.

Gerade (AB) :={P €E| P € AB oder A € BP oder B € AP}.

Damit lassen sich Geraden auch auf gekriimmten Flichen definieren. Relativitatstheorie!
Auf einer Kugel gibt es keine Parallelen. Geodaten sind Grosskreise.

Auf einem Sattel gibt es mehrere Parallelen. Gerade «laufen auseinandery.

4.3 Notationen

Im Formelbuch wird oft die gleiche Notation fiir Strecken (AB als Punktemenge) und Streckenlingen (|AB| als
relle Zahl) verwendet. Es muss aus dem Kontext geschlossen werden, was genau gemeint ist.

Notation  Beschreibung

A Punkte: Grossbuchstaben
g=(AB) Geraden: Kleinbuchstaben
c=AB Strecken: Kleinbuchstaben

k=k(Z,r) Kreise: Kleinbuchstaben, Angabe von Zentrum und Radius. k(Z,r) ={P € E |r = |PZ|}
|AB| Abstand der Punkte A, B

| Pg| Abstand Punkt P zur Gerade g. mingey |PQ)|

gllh Parallele Geraden

gLlh Senkrechte Geraden

S=gnh Schnittpunkt der Geraden

map Mittelsenkrechte zwischen A,B. {P € E | |AP| = |BP|}
Map Mittelpunkt zwischen A,B: |[AP| = |BP|und P € AB.

a = <gh Winkel zwischen Geraden
a = <<BAC Winkel mit Scheitel A
Wy, b Winkelhalbierendenpaar der Geraden g, h. {PinE | |Pg| = |Ph|}
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4.4 Grundkonstruktionen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck
MARB Gegeben: Punkte A und B.
1. Wihler > L|AB| —r
2. k(A, T) — kl
3. k(B,r) — ko
4. kiNks — P, Py
5. PP, — map
Map Gegeben: Punkte A und B.
1. ABNmap — Mag
Senkrechte (Lot) p zu g Gegeben: Gerade g, Punkt P.
durch P 1.  Mit Geodreieck — p
oder
1. Wéhler > |Pg|] —r
2. k(Pr)Ng — A, B
3. Mmuap —p
Parallele p zu g durch P Gegeben: Gerade g, Punkt P.
1. Verschiebung mit Geodreieck — p
oder
1. Senkrechte zu g durch P  — h
2. Senkrechte zu h durch P — p
Wgh, bzw. w;h und wgh Gegeben: Sich schneidende Geraden g, h.
1. gnh — S
2.  Wabhle einen Radius — 71
3. k(S,r) — k
4. knNg, kNh -G, H
5. Wiahle r, > L |GH| — 1y
6. ]C(G,T‘g)ﬂk(H,TQ) — W
7. SW — Wgh, bzw. w
8. Optional: Rechtwinklige zu w, durch S — w2,
Parallelen p1, ps zu g mit Gegeben: Gerade g, Linge d.
gegebenem Abstand d 1. Wiahle Peg — P
2. Senkrechte zu g durch P —h
3. k(P,d)ﬂh %Hl,HQ

4. Parallelen zu g durch Hy, H, — p1, p2

Winkel « iibertragen

Gegeben: Winkel «, Scheitel S, Schenkel g, h, Halbgerade i = [AB

1. Wahle einen Radius — T

2. ]{3(57 T), k(A,T) — k1, ko

3. k‘lﬂg,k‘lﬂh —)G,H

4. koNi — 1

5. k([, |GH|)ﬂk2 — J1, Jo

6. Ubertragener Winkel «  — <BAJ;, <BAJs

4.5 Koordinatensystem

Um ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem in der Ebene zu definieren, miissen 3 Dinge festgelegt werden:

o Ein Ursprung (auch Nullpunkt genannt) O (der Buchstabe *O’).

e FEine Einheitslédnge.

 Eine Richtung fiir die erste Achse (z-Achse).

Die letzten zwei Dinge konnen z.B. durch die Wahl eines weiteren Punkts X festgelegt werden. Die Einheitsldnge
ist dann |OX|. Normalerweise erhélt man die y-Achse durch eine Drehung der z-Achse um 90° im Gegenuhr-
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zeigersinn. Die z-Achse OX wird normalerweise horizontal mit positiver Richtung nach rechts und die y-Achse
nach oben eingezeichnet.

4.6 Geometrische Orter

Ein Geometrischer Ort ist eine Menge von Punkten, die eine bestimmte Eigenschaft haben, bzw. eine be-
stimmte Bedingung erfiillen. In der konstruktiven Geometrie sind geometrische Orter normalerweise Geraden
oder Kreise.

Geometrische Orter der konstruktiven Geometrie

map Gegeben sind zwei Punkte A # B.
map ist die Menge aller Punkte P fur die gilt: |PA| = |PB].
Kurz: map = {P | |PA| = |PB|}
A5 Gegeben sind ein Punkt M und eine Linge 7.
™ ist die Menge aller Punkte P fur die gilt: |[M P| = r.
Kurz: &
ES Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g # h.
AN
Kurz: & ={P | |Pg| = |Ph|}.
™ Gegeben sind zwei parallele Geraden g # h.
AN
Kurz: & ={P | |Pg| = |Ph|}.
Parallelenpaar zu g im Abstand d = &

Ceometrische Orter werden sehr oft zur Konstruktion von Punkten (oder Punktemengen) verwendet, die mehrere
Bedingungen erfiillen sollen.

Beispiel: Gegeben sind zwei Punkte A, B mit |[AB| = ¢ = 5. Gesucht ist ein Punkt C' mit |[AC| = b = 4 und
|BC| =a=3.

1. k(A,b) — k1:1.g.0.L. C  Erster geometrischer Ort fir C

2. k(B,a) — ke:2g0fC

3. k?l N k‘g — Cl, 02
Der Punkt C' muss gleichzeitig zwei Bedingungen erfiillen. Konstruktiv geht man so vor, dass man alle Punkte
konstruiert, die eine Bedingung erfiillen (in diesem Fall je ein Kreis), die geometrischen Orter. Der Schnitt dieser
Orter ergibt dann die Punkte, die beide Bedingungen erfiillen.
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— Merke 4.6.1
AN
Eine Parabel hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die senkrecht zur /
Leitlinie einfallen, alle zum Brennpunkt reflektiert werden. Dreht 5P P
man eine Parabel um ihre Symmetrieachse, entsteht ein Parabo-
loid. Parabolantennen (Satellitenschiisseln) sind Paraboloide mit B
der Antenne im Brennpunkt. Pl
p
¢ u|

— Merke 4.6.2

AN

Eine Ellipse hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen, auf den anderen Brennpunkt reflektiert
werden.

Planetenumlaufbahnen sind in sehr guter Naherung ebenfalls El-
lipsen, wobei die Sonne in einem Brennpunkt steht).

Merke 4.6.3

Eine Hyperbel h ist der geometrische Ort aller Punkte P, die von zwei gegebenen Brennpunkten B; und
Bs einen konstanten Abstandsunterschied d haben (d < |B;Bs|).

h={P|||PBi| - |PBs| = d}.

Léasst man die Betriage weg, erhilt man nur einen Hyperbel-Ast.

Eine Hyperbel hat die Eigenschaft, dass Strahlen, die von einem
Brennpunkt ausgehen so reflektiert werden, als kimen die Strah-
len vom anderen Brennpunkt.

Die Bahn eines Himmelskorper, der zu schnell unterwegs ist, um
in eine Umlaufbahn einzuschwenken, beschreibt eine Hyperbel.
Eine Hyperbel hat zwei Asymptoten, d.h. zwei Geraden (in
der Skizze oben gestrichelt), denen sich die Kurve immer mehr
anndhert.
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Zusammenfassung Kegelschnitte

Kurve Gegeben geometrischer Ort Reflexionseigenschaft
Parabel Brennpunkt B, Leitlinie £ {P | |PB| = |P€‘} Senkrecht zur Leitlinie einfallende Strahlen werden
zum Brennpunkt hin reflektiert.
Elhpse Brennpunkte Bj, Bs, Ab- {P | |PBl| + |PBQ| = d} Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen wer-
standssumme d > |B; Ba| den zum anderen Brennpunkt hin reflektiert.
Hyperbel Brennpunkte B, Bz, Ab- {P | ||PBl| — |PBQ|| = Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen wer-

standunterschied d < | B Ba|

d}

den so reflektiert, als kimen sie vom anderen Brenn-
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