Mathematik 1. Klasse

il EEEIE
Planimetrie Grundlagen @m } @ BY-SA lvo Blochliger

3 Planimetrie Grundlagen

R Aufgabe Al Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir die Konstruktion des Abstands eines
Punktes P zu einer Geraden g.

R Aufgabe A2 Erstellen Sie eine Konstruktionsbeschreibung fiir das Abtragen einer Strecke.

R Aufgabe A3 Konstruieren Sie ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlénge s = 5 ¢m und erstellen Sie eine
Konstruktionsbeschreibung.

R Aufgabe A4  Konstruieren Sie ein regelméissiges Fiinfeck ABCDE nach folgender Konstruktionsbeschrei-
bung:
Gegeben: Punkt Z, Radius r, Umkreis k = k(Z, ).

1. Wishle A€k — A
2. Rechtwinklige zu ZA durch Z —+g
3. kng -G
4. k(Mzag,MzcA)Ng — F
5. AF von A aus auf k 4 mal abtragen — B, C, D, E

R Aufgabe A5 «Ubersetzen» und verkiirzen Sie die Konstruktionsbeschreibung auf der Wikipedia-Seite
zum «Finfeck» im Abschnitt « Konstruktion mit Zirkel und Lineal bei gegebener Seitenlangey

3.1 Koordinatensystem

® Aufgabe A6 Zeichnen Sie auf karriertem Papier ein Koordinatensystem mit Mittelpunkt in der Blattmit-
te, Einheit 2 Hiuschen und a-Achse nach rechts, y-Achse nach oben. Zeichnen Sie (in der gegebenen Reihenfolge)
folgende Objekte ein:

a) Punkte A = (8,2), B=(2,-6), C = (—4,—4).

b) Mittelsenkrechten m4p und mpc.

¢) Schnittpunkt D = mapg N mpe. Schitzen Sie die Koordinaten von D ab.

d) Strecke AB, Angabe der Liinge ¢ = AB (in Einheitslingen!).

e) Kreis k; = k(D, DA). Was stellen Sie fest? Kénnen Sie Thre Feststellung beweisen?

f) E = Map und ko = k(E, EA).

g) Messen Sie die Dreieckswinkel o = <CAB, 8 = <ABC und v = <BCA. Berechnen Sie deren Summe. Was
sollte das Ergebnis sein? Warum ist dem eher nicht so?

h) Strecken a = BC, b= AC, ¢ = AB.

i) F=mapNec. Gilt F € ko? Ist das Zufall oder kénnen Sie das beweisen?

j) Ist DF = AF? Gilt das auch, wenn man die Punkte A, B, C' etwas anders wihlt?

—

3.2 Geometrische Orter

R Aufgabe A7  Zeichnen Sie ein Koordinatensystem mit Einheit 2 Hiuschen und mindestens je 6 Einheiten
nach oben und unten.

Gegeben sind die Punkte A = (—4,—-3), B = (2,0) und C = (0,2). Daraus ergeben sich die Geraden g = AB
und h = BC.

a) Konstruieren Sie alle Kreise, die g und h beriihren und durch C' gehen.
b) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | AP = CP und Pg < Ph} und heben Sie diese farblich hervor.
¢) Konstruieren Sie die Punktemenge {P | PB < PC und Pg > Ph} und heben Sie diese farblich hervor.

R Aufgabe A8 Auf einer Wiese ist eine Ziege am Punkt P = (1,—2) mit einer Leine der Linge ¢ = 6.5
angebunden. Auf der Wiese steht ein Haus mit quadratischem Grundriss der Seitenlénge 3 mit je einer Seite
auf einer positiven Achse.

Konstruieren Sie die Menge aller Punkte, die die Ziege erreichen kann.

R Aufgabe A9 Gegeben sind die Geraden g durch A = (4,—2) und B = (7,2) und die Parallele h zu g
durch den Punkt C(—1,—0.5). Weiter ist der Punkt P(6,3.5) gegeben. Konstruieren Sie alle Kreise, die g und
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h beriihren und durch P gehen. Schétzen Sie die Koordinaten der Mittelpunkte der Kreise ab.

R Aufgabe A10 Gegeben sind die Gerade g = G1G3 mit G = (—1,—1) und G2 = (4,1) und der Punkt
A = (0,2). Konstruieren Sie alle Kreise, die g in G beriihren und durch A gehen.

R Aufgabe A1l Gegeben sind der Kreis k = k(M, ) mit M = (1,—1) und r; = 3, die Gerade g = G1G2
mit G; = (—1,—1) und G2 = (4,1).

a) Konstruieren Sie alle Kreise mit Radius ro = 1.5, die k£ und g beriihren.

b*) Welche Anzahl Losungen sind méglich, je nach Wahl der Lage und Grossen der gegebenen Objekte?

Kegelschnitte

® Aufgabe A12 Gegeben ist B = (0,2) und ¢ (die z-Achse). Konstruieren Sie die Punkte P fiir die gilt:
PB = P{ = d fiir alle halbzahligen Werte von d von 1 bis und mit 6. Definieren Sie in GeoGebra fiir d einen
Schieberegler und schalten Sie die «Spur> von P ein. Hinweis: auf dem Wiki ist ein Erkldrvideo zu finden.

Skizzieren Sie damit die Punktemenge {P | PB = P{}.

R Aufgabe A13 Gegeben sind By = (—4,0) und By = (4,0). Konstruieren Sie die Punkte P fiir die gilt:
PB; 4+ PBs; = 10 und PB; = d fiir alle ganzzahligen Werte von d von 1 bis und mit 9.

Skizzieren Sie dann die Punktemenge {P | PB; + PBy = 10}.
Mit welchen Hilfsmitteln kénnte man diese Punktemenge relativ einfach zeichnen?

# Aufgabe A14  Sie stehen auf dem Punkt P = (—2, —1), die Strecke [AB] mit A = (—3,0) und B = (3,0)
ist eine uniiberwindbare Mauer. Welche Punkte hinter der Mauer (d.h. oberhalb der Geraden AB) haben die
Eigenschaft, dass sie von P gleich weit entfernt sind, egal, ob man die Mauer bei A oder B umgeht?

Waéhlen Sie das Koordinatensystem mit mindestens 2 Einheiten nach unten und 6 Einheiten nach oben.

a) Konstruieren Sie den Punkt X auf [AB] der die obige Eigenschaft hat.

b) Konstruieren Sie mindestens 5 weitere Punkte oberhalb der Geraden AB mit der obigen Eigenschaft.

R Aufgabe A15  Gegeben ist eine Strecke [AB] und eine Lénge £. Was ist der geometrische Ort aller Punkte
C, fir die der Umfang vom AABC gleich £ ist? Was fiir Bedingungen muss £ erfiillen, damit es iiberhaupt eine
Losung gibt?

R Aufgabe A16  Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P. Was ist der geometrische Ort der Kreiszentren
Z der Kreise, die g bertihren und durch P gehen, wenn a) P € g7 Und wenn b) P & g?

R Aufgabe A17 Gegeben ist eine Parabel p und ihre Leitlinie £. Durch einen Druckfehler ging ein Teil der
Parabel verloren. Konstruieren Sie direkt auf dieses Blatt den Brennpunkt der Parabel und den Scheitelpunkt
S der Parabel (der Punkt der Parabel, der am néchsten an £ ist).
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R Aufgabe A18 Gegeben ist eine Ellipse e sowie ihre Symmetrieachsen ¢ und h. Konstruieren Sie die
Brennpunkte der Ellipse e direkt auf dieses Blatt.

Hinweis: Die Konstruktion ist extrem einfach. Die Schwierigkeit dieser Aufgabe liegt darin, die nétigen geome-
trischen Uberlegungen zu fiihren und sauber zu dokumentieren.

R Aufgabe A19  Von einer Ellipse kennt man den einen Brennpunkt B; = (2,0) und zwei Punkte P; = (0, 2)
und P, = (—1,1) auf der Ellipse.

a) Gegeben ist die Abstandssumme d = 5. Konstruieren Sie den (die) zweiten Brennpunkt(e) und skizzieren Sie
die Ellipse(n).

b*) Wenn die Abstandssumme nicht gegeben ist, beschreiben Sie den geometrischen Ort aller zweiten Brenn-
punkte Bs.

# Aufgabe A20 Von einer Parabel kennt man zwei Punkte auf der Parabel P, = (—4,0) und P> = (4,2)
sowie den Brennpunkt B = (—1, —3). Konstruieren Sie alle méglichen Leitlinien und die entsprechenden Schei-
telpunkte der Parablen (Punkte, die am néchsten an der Leitlinie sind) und skizzieren Sie die entsprechenden
Parabeln.
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3.3 Losungen

Hinweise zu den Symbolen:

R Diese Aufgaben konnten (mit kleinen Anpassungen) an einer Priifung vorkommen. Fiir die Priifungsvorbe-

reitung gilt: “If you want to nail it, you’ll need it”.

# Diese Aufgaben sind wichtig, um das Versténdnis des Priifungsstoffs zu vertiefen. Die Aufgaben sind in der
Form aber eher nicht geeignet fiir eine Priifung (zu grosser Umfang, notige « Tricksy, zu offene Aufgabenstellung,
etc.). Teile solcher Aufgaben kénnen aber durchaus in einer Priifung vorkommen!.

« Diese Aufgaben sind dazu da, tiber den Tellerrand hinaus zu schauen und /oder die Theorie in einen grosseren
Kontext zu stellen.

‘R‘Lﬁsung ZU A1 cxib-abstand-p-g

Gegeben: Gerade g, Punkt P (mit P & g).

R Losung zu A2 cxib-strecke-abtragen

CUp N

Wihle r > Pg  —r

k(P,T)
kNg
Map

PQ

Gegeben: Strecke [AB], Gerade g mit Punkt P € g. 2.

*Lﬁsung zu A3 ex-kb-gleichseitiges-dreieck
Punkt A wihlen
Gerade ¢ durch A wahlen — ¢

Gegeben: Linge s = 5 cm.

Losung: AAB,C1.

R Losung zu A5 cxivpenta-aus-seite

Gegeben: Punkte A, B.

1.

®© N ot N

Senkrechte zu AB durch A

k(A, AB)

kiNh

/{J(MAB, MABH) NAB
kE(Mag, MagJ)

k1N ko

map Nk

k(D.DE) N k(B, AB)

1.

O Tl N

s von A auf g abtragen

k(A,s)
k(Bly S)
k1N ko

— h
— k1
- H
— J
— ko
- F
— D
—C

> T o2
'X LOSLlIlg Zzu A6 ex-koordinaten-system-einfuehrung

— A, B
—Q
— Pg

AB —r
k(Pr) — k

kNg - C, D

— A

— B1, By
— k‘l
— k‘g
— 01,02
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108.43°

c) D= (1,1) (sogar exakt).
d) 10 Einheiten (bei 8mm Einheit: 80mm/8mm = 10)
e) A,B,C € ky, weil D ist der Umkreismittelpunkt vom AABC. Weil D € mp gilt DA = DB, und weil

D € mpc gilt DB = DC, und damit ist D gleich weit von A, B, C entfernt.

g) a =~ 26.57°, 5 ~ 108.43°, v = 45°. So genau messen kann man die Winkel natiirlich nicht, die Summe kann
daher etwas kleiner oder grosser als die eigentlich exakten 180° sein.

i) Ja, weil <DFA = 90° iiber dem Kreisdurchmesser [DA] steht. Damit ist ko ein Thaleskreis auf dem alle
rechten Winkel mit Schenkeln durch A, D liegen.

j) In dieser speziellen Situation ja. Wiirde man den Punkt C weiter auf BC' verschieben, wiirde sich [DF]
dndern, aber [AF| nicht.

R Losung zu AT cxgeometrische-oerters
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mac

|
T
=Y

g

MAB

a) Fiir das Kreiszentrum Z gilt: Zg = Zh (Kreis beriihrt die Geraden) und ZC' L h (beriihrt h in C). Das
ergibt 2 geometrische Orter fir Z.

b) Der erste geometrische Ort ist m4¢. Der zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w;h und wgh
in der g enthalten ist. Deren Schnitt ergibt eine Strecke.

c¢) Der erste geometrische Ort ist die Halbebene, die B enthilt und durch die Gerade mpc, begrenzt ist. Der
zweite geometrische Ort ist die ganze Fliche zwischen w; 5, und wsh in der h enthalten ist. Deren Schnitt ergibt

eine Fliche.
1 2
1. Wy, Wy,

S wh

1 zu h durch C

— 1.g.0£7
— 2gOfZ, AN

k(Zy,21,C), k(Z2, Z5,C) — 2 Losungen zu a)
mac N w;h, mac N wgh
chﬂw;h, mBCﬁw?]h — Hy, Hy
Schraffierte Fliache

— Losung zu c)

™ T o2
‘x LOSung zu A8 ex-geometrische-oerter-ziege-ums-haus

— [L1, L], Losung zu b)
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Die Eckpunkte des Hauses werden vom Nullpunkt aus im Gegenuhrzeigersinn mit Hy, Hy, H3 und H,4 bezeichnet.

1. k(P,6.5) =k

2. kiNPH; und k1 N PHy — L1 und Lo
3. k(Ho,HlLl) und k(Hl,Hng) — ko und k3
4. k2 N H1H4 und kg n H2H3 — L3 und L4

R‘Lbsung zu A9 ex-geometrische-oerterd
A

+o9

Es wird zuerst das Kreiszentrum Z konstruiert. Es gilt Zg = Zh. Der Kreisradius muss %gih sein, und damit
7P = L gh.
2
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1. Mittelparallele mgp, — 1.g.0.£.7Z
2. k=k(P, %gih) — 2..0£7
3. Mgh Nk — Zl, Zy

4. k(Zy, %ﬁ), k(Z,, %gih) — 2 Losungen

R Losung zu A10 ex-geometrische-oerter1

Man konstruiert zuerst das gesuchte Kreiszentrum Z, das folgende Bedingungen erfiillen muss: ZA = ZG, und
Zg=ZGy, bzw. ZGy L g (damit der gesuchte Kreis die Gerade g im Punkt G beriihrt).

1. mg,a — 1.g.0L7
2. 1 zugdurch G, — 2g0.f7
3. k(Z,ZGy) — 1 Losung

R Losung zu A1l cxgeometrische-oerter2

a)

Man konstruiert das gesuchte Kreiszentrum Z:

1. ki =k(M,ry —re) und kg = k(M,r1 + 1) — 1.g.0£Z7

2. Parallelenpaar py, p2 zu g im Abstand ry — 2.g.0£7

3. (k1Uka) N (p1 Upa) — 6 Losungen.
b*) Es kann zwischen 0 und 8 Losungen geben.

0 Losungen wenn kg > 2r, wobei kg = Mg — 7.

1 Losung wenn kg = 2r.
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2 Losungen wenn kg < 2r und g Nk = @.

3 Losungen wenn g Tangente an k und ro > 7.

4 Losungen wenn g Tangente an k ist und 79 < rj, oder wenn Mg < ry und ro > ry.

5 Losungen wenn Mg = r; — rp (und damit 71 > 73).
7 Losungen wenn ro < 2r; und gW +7ro =11,
8 Losungen wenn ro < 2r; und gW +1ro <1y,

6 Losungen sonst.

R‘Lﬁsung zZu A12 ex-geometrische-oerter-parabel-entdecken

A

+7

+6

f
>

-7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 ¢ 7

Fiir alle halbzahligen d wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:

1. Parallele zu g im Abstand d — p

2. k(B,d)np — Py, Py (ausser fir d = 1 nur ein Punkt
Die entstehende Kurve (eine Parabel) ist rund und hat nirgends einen Knick!

> T o2
x Losung zu A13 ex-geometrische-oerter-ellipse-entdecken

A

+5

4+ 5

Fiir alle ganzzahligen d von 1 bis 9 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:
1. k(B1,d)Nk(B,10 —d) — 2 Punkte (ausser fir d =1 und d =9)

Die entstehende Kurve (eine Ellipse) ist rund und hat nirgends einen Knick!
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Schlagt man bei By und By zwei Négel ein und legt eine Fadenschlaufe der Lange 10 + B1 By, = 10+ 8 = 18 um
die Négel, kann mit einem Stift, der die Schlaufe spannt, die Ellipse gezeichnet werden.

gLﬁSung zZzu A.14 ex-geometrische-oerter-hyperbel-entdecken
A

+ -2

Zuerst wird der Punkt D auf [AB] konstruiert, der via A gleich weit von P entfernt ist, wie der Punkt B. Der
Mittelpunkt von D und B ist dann X:

1. k(P,PB)N[PA —=C

2. k(A,AC)N[AB] — D

3. Mpp — X
Fiir alle halbzahligen d von 0.5 bis 4 wird folgende Konstruktion durchgefiihrt:

1. k(A,d+AX)Nk(B,d+ BX) — 1 Punkt oberhalb AB

Die entstehende Kurve (ein halber Hyperbelast) ist rund und hat nirgends einen Knick! Die Tangente an die
Hyperbel in X ist vertikal.

Man beachte dass fiir alle Punkte P auf der Hyperbel folgendes gilt: AP — BP = AX — BX.

‘)Z‘Ltisung zZu A15 ex-geometrische-oerter-ellipsel

Damit iiberhaupt ein Dreieck gezeichnet werden kann muss £ > 2AB sein. Ansonsten ist der geometrische Ort
die leere Menge @.

Es gilt also AB+ BC +CA =/, bzw. AC + BC = { — AB und damit ist der geometrische Ort aller Punkte C
eine Ellipse mit Brennpunkten A und B und Abstandssumme ¢ — AB.

R Losung zu A16 cxgeometrische-oerter-parabell

a) Da g Tangente an die Kreise ist und der Berithrungspunkt P auf g ist, ist der geometrische Ort die Recht-
winklige zu g durch P.

b) Fiir die Kreiszentren Z gilt: ZP = Zg. Damit ist der gesuchte geometrische Ort eine Parabel mit Brennpunkt
P und Leitlinie g.

R‘Lﬁsung ZU A17 ex-geometrische-oerter-parabel2
Zuerst wird die Symmetrieachse a der Parablel konstruiert. Es gilt: B € a. Danach wird ein Punkt @ € p
gewdhlt und die Bedingung Q¢ = QB genutzt.
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ma,G, l.g.O.f.B
\\
Gq g W Go
p
S = Map
/ A
1. Waihle G1 aufp — G1
2. Parallele zu £ durch G; — g
3. gnNp — Gy
4. mG1GL — 1.g.O.f.B
5. k(G27 Ggg) — 2gOfB
6. mag,a,NY — A
7. Mg — Scheitel S

R‘Lﬁsung zu A18 ex-geometrische-oerter-ellipse2
Seien A, B die Schnittpunkte e N g, und C, D die Schnittpunkte eNh und M = g N h.

Seien B; und By die unbekannten Brennpunkte auf g, symmetrisch zu M = g N h, d.h.
AB; = BB,.
Fiir jeden Punkt P € e gilt:
B1P + ByP =5 (konstante Abstandssumme)

Insbesondere gilt dies fiir den Punkt A, also

s = ABl +ABQ :ABl +ABl +B]_B2 = ABl —|—BgB+BlBQ :E

Damit ist die Abstandssumme s bekannt. Aus Symmetriegriinden gilt C'B; = C'Bs und damit CB; = %s =
AM.

Damit ist die Konstruktionsbeschreibung wie folgt:
1. k(C,MA)ﬂg *)Bl, BQ
C
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R Losung zu A19 cxgeom-ort-kegelschnittel

a) Es gilt By P, + P By = d also PyBy = d — B P,. Analog dazu gilt P,By = d — B, P;.
1. k(Pi,d—BiP) — ki, 1.80.LB,
2. I{:(P27d — Blpg) — kg, QgOfBQ
3. kiNko — 2 Losungen

b)

B1P, + PABy = B1 P, + P2By & P1By — P,By = B1P, — B1 P,

Die rechte Seite ist konstant, die linke Seite die Differenz der Absténde von Bs zu zwei gegebenen Punkten Py
und P». Alle Punkte Bs liegen also auf einem Hypbel-Ast mit Brennpunkten P; und P, und Abstandsunterschied
ByP, — B1P,.

‘ﬁLﬁsung zZzu A.20 ex-geom-ort-kegelschnitte3

Es gilt P,B = P{¢ und damit muss ¢ den Kreis k(Py;, P; B) berithren. Analog dazu fiir P,. Die Leitlinien sind
also gemeinsame Tangenten an diese beiden Kreise. Da sich die Kreise schneiden (in B), gibt es nur zwei solche
Tangenten und damit 2 Losungen.

1. ]{?(Pl, P B — Kk
2. k(P27P273 — ko
5. WPLP,B-PiB R
4. Thaleskreis iiber [P1Py] — ¢
5. tNk, T, T
6. [PQT{ N ko — T
7. [PQTQ’ n kg — T2
8. || zu A T{ durch Ty — 0
9. || zu P, T4 durch Ty =l
10. ]\43@1 — 51
11. ]\43@2 — S5
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